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Puntos y vectores en R
Puntos en R3

Para ubicar un punto en R3® usaremos como sistema de referencia una terna de
ejes perpendiculares entre si:

e eje x (eje de abscisas, en rojo)
e ¢cjey (eje de ordenadas, en verde)
e ecjez (eje de cotas, en azul)

los cuales se cortan en el punto O (origen de coordenadas).

En el siguiente esquema se ven los fres planos que quedan determinados:

e el plano xy (en azul)
e elplano xz (en verde)
e el plano yz (enrojo)
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" Plano xy

Estos planos se conocen como planos coordenados. El nombre del plano xy viene
de que este plano contiene al eje x y al eje y. En forma andloga se derivan los
nombres de los otros dos planos.

Se puede demostrar que hay dos formas diferentes de armar un sistema de
referencia con tres ejes perpendiculares. Una de esas formas se conoce con el
nombre de terna derecha (que es la que usaremos en esta materia y la que
hemos presentado recién) y la otra como terna izquierda:

b o x

X y

Terna derecha Terna izquierda
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Vectores en R3

Queda establecido un sistema de coordenadas donde todo punto de R3 se
define mediante una terna ordenada de nUmeros reales: P(x,y, z), y tiene

asociado un vector posicidon § = 0P = (x,y, 2).

Para dar un ejemplo en el siguiente esquema graficamos al punto P(2,4,3), y su
vector posicién p = OP:

Hemos tomado la misma escala sobre cada uno de los ejes. Pero, como en R?, es
posible tomar una escala diferente para cada eje.

En el siguiente GIF les mostramos como podria hacerse la gréfica del punto paso a
paso:

http://bit.ly/agagif005

Operaciones y nociones basicas sobre
vectores en R?

Sean ¥ = (vy,vy,1v,) Y W= (wy,wy,w,) vectores de R3.
A continuacién definimos algunas operaciones y nociones bdsicas:

e Igualdad:

=W © V=W, V=W, V=W,

v
e SUMma: T+ W= (v +wy, vy+wy, v +w,)


http://bit.ly/agagif005
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e Vectornulo: 0 = (0,0,0)
e Opuesto de 1 —¥ = (—vy, —vy, —v,)
e Resta: vV—w (W) = (v — Wy, vy — Wy, v, — W)
El producto de un escalar por un vector se define:

o U= (vx,vy,vz) ,keR k.v= (k.vx,k.vy,k.vz)

k.7 es un vector tal que:

e Tiene igual direccién que el vector v
e Sentido: Sik > 0 entonces v y k. v fienen el mismo sentido, sik <0 entonces
7 y k.% tienen sentido opuesto. Si k = 0, entonces 0.7 = 0.
o |lk. 7| = |k|l|¥|| . El mbédulo del vector k.¥ es |k| veces el mddulo del vector
V.

2Como es la longitud del vector k. v respecto de la de v 2
Si |k| > 1 entonces ||k. 9| > ||7]|

Si k| < 1 entonces ||k. 9| < [|7]|

Si k| = 1 entonces ||k.¥|| = [|7]|

Notacién

[|17]]: médulo o norma de un vector

|k|: mddulo o valor absoluto de un nimero real

La definicidon de producto de un escalar por un vector permite enunciar una
condicién para que dos vectores (no nulos) sean paralelos:

vVIw © v =kW conkeR

Ejemplo
Dados # = (1,-1,1),7 = (2,0,2) yw = (—1,3,—1) , 3Existen a, 8 € R tales que

W=a.Uu+p.v%?
Para responderlo escribiremos la igualdad y trataremos de calcular a, y B:
(-1,3,-1) = a.(1,-1,1) + £.(2,0,2)

(-13, - =(a+28,—a,a+2B)

-1l=a+2p
3=—a = a=-3Ap=1
-1l=a+2p

(-1,3,—-1) = =3.(1,-1,1) + 1.(2,0,2)
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Como existen a,B € R tales que W = a.u + .7, diremos que w es combinacion
lineal de i y ¥. M&s adelante desarrollaremos el concepto de combinacidn lineal.

Podemos visualizar esto en un grdéfico:

5"z

Pero esto puede llevarnos a la pregunta:

—

Dados tres vectores u, v, w de R3, jes siempre posible encontrar los nUmeros
realesayptalesquew =a.u+p.v?

Veamos ofro ejemplo para responderla.

Ejemplo
Silos vectores fueran:
1= (2-34)
v = (-5,1,0)
w=(421)

Veamos si existen a,p e Rtalquew =a. i+ B.7:
(4,2,1) = a(2,-3,4) + B.(—5,1,0)
(4,2,1) = (2a,—3a,4a) + (-58,185,0)
(4,2,1) = Qa—58,—3a + 1B,4a)
20 —5B =14

—3a+p=2
4a =1
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Es un sistema con tres ecuaciones y dos incognitas. Podemos despejaray f a
partir de dos de las ecuaciones (por ejemplo las dos Ultimas):

Pero luego debemos verificar si estos valores satfisfacen primera ecuacion.

Reemplaozamos en: 2a — 58 = 4:

2 55 £4

4 4
No se verifica la ecuacion, por lo tanto no existen los escalares a y B que satisfagan
la igualdad. En otras palabras, diremos que w no es una combinacion lineal de 4y

de 7.

Como puede observarse en la imagen, los tres vectores no estdn contenidos en un
mismo plano (no son coplanares), entonces ninguno de ellos puede obtenerse
como combinacion lineal de los otros dos:

Propiedades de la suma de vectores y del
producto por un escalar

Sean %, 3, WeER3? y a,B ER.

Vimos que: i+ ¥ € R® y aii € R3. Estas operaciones verifican las siguientes
propiedades:
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1. U+v=v+1u

2. U+v)+w=u+@W+w)
3. i+0=0+u=1

4, i+ (D) =(-+u=0
5 a(i+?) =au+av

6. (a+B)i=ail+pi

7. a(pu) = (apf)u

8. 1li=1

Médulo o norma de un vector en R3

Unidad 1

Nos interesa hallar una férmula para calcular el médulo o norma de un vector. En
R3 el médulo es la longitud del vector. Para deducirla usaremos los tridngulos
rectdngulos que quedan determinados tal como se muestra en la siguiente figura:

Aplicando el teorema de Pitdgoras sobre el fridngulo sombreado de naranja:

d*=vi+v; (1)

Aplicando el teorema de Pitdgoras sobre el friangulo sombreado de rosa:

Sustituyendo (1) en (2):

1oI1? =d?+v; (2
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ID1* = vi + v + v7

Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros:

Bl = o2 +03 +2

Propiedades del modulo o norma de un vector
1. 18120 A |Bl=0e =0
2. |kl =kl IZIl, k€R
3. Desigualdad triangular:  [|7 + w|| < ||9]] + [Iwl]

El nombre de desigualdad triangular se conecta con la propiedad que dice: “La
longitud de cada lado de un tridngulo es menor que la suma de las longitudes de
los otros dos”.

Sl

U

<N
+
S

5Qué condiciones tienen que cumplir los vectores ¥ y w para que se verifique la
igualdad: ||[#+ w|| = ||Z] + ||w]| @

Ejemplo
Seanv =(-1,1,2) yw = (3,0,—4) calcular:

17l

0 00 Q
T
N
S

Resolucion

I3l = /(12 + 12+ 22 =6

|—28| = /(=2)2 + 22 + 42 =24 = 2V/6

W] =+/32+ 02+ (—4)2 =5

10
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1%+ Wil =121, -2l =22+ 12 + (-2)2 =3
Observemos que ||v + w|| # ||7]] + |IW]|

Vector determinado por dos puntos

Dados los puntos A(Xy,Y4,Z,) ¥ B(Xg, Y5, Z5), €l vector AB, con origenenAy
extremo en B, puede obtenerse como sigue:

OA +AB = OB
= E = 0—B>_0—14) = (XB'YBJZ,B) - (XAJYAJZA)
= AB = (Xp — Xa, Y5 — Yo, Z5 — Z,)

Ejemplo
Sean R(1,1,4) y $(3,0,2) dos puntos de R3, hallar las componentes del
vector RS.

Segln hemos visto:
RS=(3B-10-12-4)=(2,—-1,-2)

Veamos esto en un grafico:
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Distancia entre dos puntos

Problema
3Como podriamos calcular la distancia enfre R(1,1,4) y $(3,0,2)2

Para hallar esta distancia armamos el vector RS (o SR ) y calculamos su mddulo:

RS = (2,—-1,-2)

|RS|| =v22 + (-1)2 + (-2)2 =V4 + 1+ 4 =9 =3
= d(R,S)=3

En general
Dados dos puntos A(x,,y4,24) Y B(xg,vg,zg) la distancia entre los mismos se calcula:

d(A,B) = ||AB|| = /(x5 — x0)2 + (V5 — Ya)? + (25 — 24)?

Problema

Encontrar, si es posible, todos los puntos del eje z cuya distancia al punto A(3,2,1)
es 5.

Es recomendable hacer una figura de andlisis del problema:
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4

Un punto del gje z tiene la forma P(0,0, z). Construyamos el vector desde un punto
genérico cualquiera del eje z hasta A.

PA=(3,21-2)

Se pide que el médulo (o norma) de P4 sea 5, entonces:

|PA| =32 +22+ (1 -2)2=y13+1-22+22=14-22+22=5

25=14—-2z+2% =222-22—-11=0

2+.J4—41.(-11) 2—J4—41.(-11)
= vV z=

2 2

_2+Vas 2-+48
) 2

V4

V4

z=1+V12=446 v z=1-V12=-2,46

Hemos llegado a que z puede tomar dos valores distintos. Entfonces existen dos
puntos del eje z cuya distancia al punto A(3,2,1) es 5. Son:

P,(0,0,1++12) A P,(0,0,1—+12)



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 1

Expresion canénica de un vector

Recordemos que todo vector de R? puede expresarse como combinacion lineal
de los versores candnicos 1 = (1,0) y j = (0,1).

y A

vy =14.J

=l

v =(x)
v =x(1,0) + y(0,1)
v=x.1+y.J

En forma andloga, todo vector de R3 puede expresarse como combinacion lineal
de los versores candnicos:

i =(1,0,0)
7=1(00,1,0)
k =(0,0,1)
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v = (x,y,2) = x(1,0,0) + ¥(0,1,0) + z(0,0,1)

x.1+y.j+zk (expresion candnica)

<N
Il

Angulos directores y cosenos directores
de un vector

Se denominan dngulos directores de un vector a los dngulos determinados por el
vector y cada uno de los semiejes positivos, como se muestra en la siguiente figura:
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HTTP://BIT.LY/AGAGGB013

Los cosenos de dichos dngulos se llaman cosenos directores del vector. Aplicando
relaciones tigonomeétricas, podemos obtener los cosenos directores:

12% Uy v,
cos(a) =— , cos(B) = —= , cos(y) = —
Il Izl Izl
Por lo tanto, los dngulos directores son:
Uy vy, Uy
a = arcos (—_, ) B ﬁ = arcos( > ) B Y = arcos (—_) )
Izl Izl Izl

Donde a, 8,y estdn comprendidos entre 0y 7.

Propiedad
cos?(a) + cos?(B) + cos?(y) = 1

Demostracion

Sustituyamos los cosenos por los cocientes correspondientes:

Uy )2+(vy)2 (vz )2_v§+v§+vzz_||13||2_

2 2 2 T
cos?(a) + cos + cos =7z > o) = 3 I
(a) () » (||v|| 5] TEl 1712 17112

Ejemplo
Hallar los dngulos directores de v = (2,0, -2)

Respuesta


http://bit.ly/agagif013
http://bit.ly/agagif013
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Hallemos el médulo del vector:

15]] = /22 + 02 + (—=2)2 = V8 = 2V2

Ahora calculamos los &dngulos con el arco coseno de los cocientes:

2
a = arccos | ——=) = 45°
(2\/2)

0
= arccos|—=) = 90°
B (2\/7)

= arccos )= 135°
4 (2\/5)

Veamos una grdfica del vector y sus dngulos directores:

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO09

Versor asociado a un vector

Dado un vector no nulo v, se denomina versor asociado ¥ al vector unitario (de
maodulo 1) que tiene igual direccidon y sentido que v.

Dado # distinto de 0, su versor asociado se obtiene asf:


http://bit.ly/agagif009
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Tomando en cuenta los cosenos directores,
v =(|[7llcosa, [[¥]lcosB, ||7]lcosy)

Entonces

ﬂ=17= (cosa ,cosfB ,cosy)
v

O seq, las componentes del versor # son los cosenos directores de .

Producto escalar en R°

Seani,7 € R3, y 6 el dngulo entre 1 y ¥, entonces el producto escalar entre i y v
se define como sigue:

[1]

17={uan 5]l cos(B) si W#OA B0
0 sii=0 Vv#=0

Ejemplo
Hallar %. ¥ para @ = (0,0,1),% = (0,3,—3)

Resolucion

Hagamos una grdfica para visualizar el dngulo entre los dos vectores:
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Calculemos los mddulos de d y v

llll =1

13l = V32 + (=3)2 = VI8 = 3v2

A partir del grafico podemos determinar que el dngulo entre los vectores es 6 =
135°

. 3
o enradianes: 8 = R

Calculemos el producto escalar:
V2
#.% = 1.4/18.cos(135°) = 3v2. (— 7) =-3

Pero no siempre es tan sencillo. Consideremos los vectores:
u=(-358 , 7 =(11)

Si quisiéramos calcular el producto escalar entre 4 y ¥, delbberiamos conocer el
dngulo comprendido entre dichos vectores.

Usando el teorema del coseno se puede deducir otra férmula para calcular el
producto escalar en funcidn de las componentes de los vectores.

Sean U = (uyuy,u,), ¥ = (vy,1y,v,) € R% entonces:
Un W = Uy - 0y b anty, A
Para los vectores dados, resulta:

i.%=(-3)1+51+81=10
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Propiedades del producto escalar

)i = 5.4
24.(F + W) = 4.9 + nw

3) k(u.v) = (ku.v) = u.(kv) , kER

4) 3.9 = (v,vy,1,). (Ve vy, v,) =VE+vE+VvE =D >0V8 = 0

=y

De (4) se deduce que: ||¥|| =Vv.¥

Angulo entre vectores

Unidad 1

Dados 1, ¥ vectores no nulos de R3, queremos hallar el dngulo entre ellos.

Si 8 es el dngulo entre 4 y ¥, de las definiciones [1] y [2] de producto escalar

resulta:

7

cos(f) = <i>

U Uy T UyVy + U, D,
el

0= arccos(

Por ejemplo, si

), 0<6<nm

( 1.(-1)+1.0+ 34
6 = arccos
V1Z+12 +32./(—1)% + 02 + 42
) ( 1 ) 36,44
= arccos | ——) = 36,44°
VI1.4/17

Condicion de perpendicularidad entre vectores

-

Sean u,¥ no nulos,

T
uvr=0¢& cos(9)=0<=9=§

Esto permite enunciar una condicién de perpendicularidad:

Ulveuvr=0

EPL 1

Dados 4 = (1,2,3) y ¥ = (0,2,5) encontrar todos los vectores perpendiculares a il y

a v de mdédulo 3.

20
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Proyeccion de un vector en la direccion de
otro

El producto escalar es Util en problemas en los que se fiene interés en
descomponer un vector como suma de vectores perpendiculares.

Dados dos vectores no nulos 4y ¥, Nos proponemaos descomponer i como
suma de un vector paralelo a v y ofro perpendicular a . O sea:

1_1)=u1+u2 ’ u—l)"ﬁyuZJ_ﬁ

<l

<

Gt e u=ki ,kER = L=ki+1;

Podemos aplicar a ambos miembros producto escalar por . Teniendo en cuenta
que u,.” =0 por ser perpendiculares, resulta:

gl
<N

U=k +W).0 = Ub=kPd+0.0 = wv=k|d|> = k=
BE o =0

. (ﬁ.z?)%
u =—=|v
lvll2

Este vector es la proyeccion de i en la direccién de v :

=
o

Entonces:

@ ( Uv )_,
proyz(u) = | —= |v
llvll?
El vector u, puede obtenerse por diferencia:
U=U+U, = Uy =U—1U;

Recordemos que u, debe ser perpendicular a .

Para resolver algunos problemas geométricos, es Util calcular el mdédulo del vector
de proyeccién:

21
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- > — >
Rvl gy = 2l
EE 1

- -
u.v

Ilproys @l =

Ejemplo
Descomponer 4 = (1,2,1) como suma de un vector paralelo a v = (0,1, —1) mds ofro
perpendicular a v.

Primero buscamos u; :

RN UV, (1,2,1).(0,1,-1)
u; = proyz(1) = <||17||2)v = (02 ey (0,1,-1)

_0+2-1

—— 01,-1) = (o,l —1)

272

Comprobacion: w, L v

Producto vectorial

Definicion

Para resolver numerosos problemas de Geometria, Fisica e Ingenieria, interesa
construir un vector en R? que sea perpendicular a dos vectores dados.

O sea: dados %, € R3, nos proponemos hallar un vector wtalquew Lu y W 1 .

El producto vectorial es una operacion entre vectores que facilita la obtencidén de

—

w.
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Definicion: El producto vectorial de i y v, que indicaremos # X ¥, es un vector
UXV=w
Que tiene:

e Direccion perpendicularauyav: wli A WLlv
e Senfido: regla de la mano derecha: si con la mano derecha se recorre el
menor dngulo posible entre u y ¥, el pulgar indica el sentido de w

e Mobdulo:
Wl = llll |7]l sen(6)

siendo 8 el dngulo comprendido entre 4 y v

Se puede ver que no es una operacidén conmutativa porque si cambiamos el
orden de los vectores, se conservan la direccion y el médulo del producto
vectorial pero se invierte su sentido:

UXV=—-(VXU)
Ejemplo
d=(01,-1)
b =(0,03)

Hallar el vector d@ x b.
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Direccion: eje x
Sentido: semieje positivo de x

, ) V2
Modulo: v2.3.sen(135°) = v2.3.2 = 3
Entonces:

dxb=(300)

Propiedades del producto vectorial

UXV=—(VX1U)

1

2. U+V)Xw=UXW+IXW

3. (ki) xv=k(@xv)=1u x (kD)

4, BxB=0, pues ||[v x ¥|| = ||7] ||V]| sen(0) =0

5 U4l% = ux8=0, pues sen(0°) = sen(180°) =0
6. 0x% =8x0=0

Si 4 y ¥ son vectores no nulos, podemos enunciar una condicion necesaria y
suficiente de paralelismo:

v ©@uxv=0 ©Uu=kv conk €R
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EPL 2

A partir de las caracteristicas del producto vectorial podemos calcular los
productos vectoriales de los versores candnicos. Por ejemplo:

IXi=0

I
&

IX]

Le proponemos al lector que calcule los restantes productos vectoriales de los
versores candnicos:

ixk=
JXi=
JXj=
kxi=
kxj=
kxk=

Formula para calcular el producto vectorial
Dados 4 = (upuyu;) ¥y v=(vvy,v,) podemos hallar una férmula para el
producto vectorial expresando los vectores en forma candnica:

Ux D= (uel+u,j+u k) x (v i+v,J+v,k)

Aplicando propiedades del producto vectorial y considerando los productos entre
los versores candnicos, se obtiene la siguiente formula:

Ux D= (uyv, — U vy, —(Uy U, — U V) , U Vy — Uy 1) [1]

Esta formula puede expresarse en forma mds sencilla utilizando determinantes,
tema que presentaremos brevemente y luego desarrollaremos en la proxima
unidad.

Una matriz es un ordenamiento rectangular de nimeros, como caso particular nos
interesan las matrices cuadradas (igual nUmero de filas y de columnas).

_ aq1 Qaq2 . .
A= (a21 azz) matriz 2x2 (2 filas y 2 columnas)

a;; Q12 Qi3
az1 Gz Az3 | matriz 3x3 (3 filas y 3 columnas)
a3z1 dQdzz dsz
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A cada matriz cuadrada puede asigndrsele un nimero real que llamaremos su
determinante y designaremos como det(4) o |A| . Para matrices 2x2y 3x3 el
determinante se calcula como sigue:

A =( alz) = |A| = _alz.a21
azy
12 Qzz Q33 az1 0423 a1 Q32
A=|(az1 G a3 )= |A|= '|a a |—a12.|a a |+ '|a a |
32 33 31 33 31 32
a3z; 043z 04z3

Podemos expresar la férmula [1] utilizando determinantes como sigue:

-~ l ] k _|uy Uz| o [Ux Ug| . Uy Uy o
u UV = Uy uy U, = vy v, Uy v, ] Vy ‘Uy
Uy Uy 1y
Con la notacion habitual de ternas, resulta:
- l J k B (|uy U, CUx Ug Uy uy|)
UXV= Uy Uy, U= v, v, ve vl lvy v,

Ve Vy Uy

Veamos cémo utilizar esta regla prdactica para calcular un producto vectorial:

u=1(1,23)
v = (0,2,5)
i j k
wxo=|i 2 3= (2 Al Al 2-eoso
0 2 5

Comprobemos que el vector obtenido es ortogonal a i y a :
(4,-5,2).(1,2,3) =0

(4,-5,2).(0,25)=0

Interpretacion geométrica del modulo del producto

vectorial

Consideremos los siguientes vectores y calculemos el médulo del producto
vectorial.

UXv=(4,-5.2)
I x B|| = V45 = 3.4/5

sQué representa este nimero 3+v/52
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Dibujemos cualquier par de vectores i y v y hagamos el paralelogramo
determinado entre ellos:

<

h = ||V]l.sen(8)

Area del paralelogramo = ||i]|. h

sen(0) = = h = ||?9||sen(8)

h
Il
Area del paralelogramo = ||i|| ||¥|| sen(0) = ||u x 7|

Conclusion: Dados dos vectores no paralelos, el médulo de su producto vectorial
representa el drea del paralelogramo determinado por dichos vectores.

Dados A(1,3,1), B(2,-3,5) y €(0,2,1) calcular el drea del AABC.
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Podemos pensar al area del tridngulo como la mitad del drea del paralelogramo:
’ 1 —_— —_—
Area del tridangulo = > ||AB X AC||

AB = (1,-6,4)
AC = (-1,-1,0)
AB x AC = (4,—4,-7)

|AB x AC|| = V16 + 16 + 49 = V81 =9

. 1
Area del tridngulo = 5.9 = 4,5

Producto mixto

Definicion
Dados tres vectores i, v, w € R3, se denomina producto mixto al nUmero real que se
obtiene multiplicando u. (¥ x w).

Para obtener el producto mixto, se calcula primero el producto vectorial y luego el

escalar.
Dejamos como egjercicio para el lector, demostrar que:
U (@xw)=Uxv)w

Veamos un ejemplo:

7=(1223)
% =(0,2,5)
w = (0,0,2)
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U (U xw)

i j ok
vxw=|op 2 5|=(0400)

0 0 2

U@xw)=4
Ahora hagamos al reveés:

U xv).w

i j k
uxv=\1 2 3/=04-52)

0 2 5

(@ X B).W = (4,—5,2).(0,0,2) = 4

Existe otfro procedimiento para calcular el producto mixto a fravés de un
determinante de 3x3.

Dados U = (uqg, Uy, usz), UV = (v1,05,03),W = (W, Wy, ws), €l producto mixto es:

th Uz Us v, v v, v v, v
= = |V v v = —_
U.(Wxw)=UxXv)w 1 V2 Vsl =gy, W3| Us. |w1 W3| Us. |W1 w2|
Wl |/V2 W3

Calculemos con este método el producto mixto de:

u=(01,23)
¥ =1(0,2,5)
w = (0,0,2)
1 2 3
6B xw) = sl =112 3]-2.[% 3+3.]0 %[=4
u(Wxw g g ; |0 2| |0 2|+ |0 0|

3 Qué significado tiene para la Geometria este niUmero que hemos obtenido con el
producto mixto?

Interpretacion geométrica del producto mixto

Consideremos 3 vectores de R3 y construyamos un paralelepipedo (cuerpo cuyas
seis caras son paralelogramos):
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Volumen del paralelepipedo = Area de la base . Altura
A=luxvll
h = |cos(0)] [IW]|
siendo 6 el dngulo enfre (@ x v) y w.

Observacion: cos(9) podria ser negativo, por eso tomamos su valor absoluto para
el cdlculo de la altura.

Entonces:
V= |ld x 9| W]l [cos(8)] [1]
Por otfra parte:
@ x 9).w = ||d X D|| W]l cos(dng(@ x &,w)) = |[u x 3|l [|W]l cos(®) [2]
De [1] y [2] resulta:
Volumen del paralelepipedo = | (i X ¥).W |
Retomemos el ejemplo con los vectores 1 = (1,2,3), v = (0,2,5), w = (0,0,2)

De acuerdo al valor del producto mixto obtenido, el volumen del paralelepipedo
determinado por los tres vectores es igual a 4.

Coplanaridad

Consideremos los vectores i = (1,0,3), ¥ = (0,0,2), w = (3,0,4). Les proponemos que
verifiquen que el producto mixto da cero.

Si el producto mixto es cero, el volumen es 0, 0 sea que no se forma el
paralelepipedo.
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Veamos una grdfica de estos tres vectores:

Observamos que los tres vectores estdn en el plano y = 0, es decir que son
coplanares.

Tres vectores U, ¥, w de R® se denominan coplanares si considerados con un
origen comun, sus direcciones quedan incluidas en un mismo plano.

El producto mixto nos permite enunciar una condicidon de coplanaridad:

U, v,w son coplanares & (Uxv).w =0
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(@ x 9. =0 (@ X 5).% % 0

Lo que hemos desarrollado hasta aqui sobre vectores resulta una herramienta
potente para el estudio de la geometria de rectas y planos en R3, como veremos
a continuacién.

Plano y recta en R°
Ecuaciones del plano

Deduccion de la ecuacion general del plano

Dada una direccién en R3, existen infinitos planos perpendiculares a la misma. Si
conocemos ademds un punto del plano, éste queda determinado de forma
Unica.

Nos proponemos hallar la ecuaciéon del plano © que pasa por Py(xg, Yo, Zo) Y €S
perpendicular al vector 1 = (a, b, ¢). El vector 71 se denomina vector normal del
plano.

S

p®
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sQué condicidén debe cumplir un punto P(x,y,z) para estar en el plano 2 Si
armamos el vector PP, éste debe ser paralelo al plano, o sea perpendicular al
vector normal del plano:

P(x,y,z2) €Em © PPL7i & P,P.7i=0
(x —X0,¥ —Y0,Z — Zp).(a,b,c) =0
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—29) =0

ax + by +cz+ (—axy — by, —czy) =0
d

ax+by+cz+d=0 Ecuacién general o implicita del plano

Ejemplo
Hallar la ecuaciéon del plano perpendicular al vector 7 = (3,2,1) que pasa por el
punto Py(1,1,—1).

=

Las componentes de n
plano:

nos indican los coeficientes a, b y ¢ de la ecuacion del

m 3x+2y+z+d=0
2Como hallamos d?2

El punto debe verificar la ecuacion, entonces reemplazamos P, y obtenemos el
coeficiente que faltaba:

31421-14d=0=>=>d=-4
Asi obtenemos la ecuacion del plano:
m 3x+2y+z—4=0
Este es el Unico plano que pasa por el punto P, y es perpendicular al vector .

Para efectuar un grdfico aproximado del plano que obtuvimos, podemos buscar
sus infersecciones con los ejes coordenados:

Para hallar la interseccidn con el eje x, debemos planteary = z = 0 y despejar el
valor de x. Andlogamente para las otfras intersecciones, tal como se muestra en el
siguiente cuadro:

Ejes coordenados Punto de intersecciéon del plano
con el gje
Ejex: y=2z=0 (i,0,0)
Ejey: x=2=0 (?6,2,0)
Ejezz x=y=0 (0,0,4)

33



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 1

Tres puntos no alineados determinan un Unico plano que los contiene. Trazamos
los segmentos que unen los puntos hallados y obtenemos la representacion grafica
de una porcion del plano:

Mostramos una grdfica del plano realizada con GeoGebra:
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Ejemplo
Dados los puntos R(1,2,3) y S(3,—1,2), encontrar la ecuacién del plano que corta
perpendicularmente al segmento RS en su punto medio.

Resolucidn

Busquemos las coordenadas del punto medio:

M= 1+3 2+(—-1) 3+2 _(2 1 5)
2 2 2 ) 22
Como el plano corta perpendicularmente al segmento RS, podemos tomar
RS como vector normal del plano:
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RS = (2,-3,-1)
Escribimos la ecuacion del plano al que llamaremos B:
B: 2x—3y—1z+d =0

Para hallar d reemplazamos el punto M:

22-32 24d=0=d=0
2-3>->+d=0>=>d=
2 2

Y asi obtenemos la ecuaciéon buscada:
B: 2x—=3y—z=0

Este plano pasa por el origen, o sea que interseca a los fres ejes en (0,0,0).
Necesitamos al menos dos puntos mds para graficarlo.

Para facilitar el grafico podemos elegir puntos que estén sobre los planos
coordenados. Por ejemploy =0:

52x—z=0>2z=2x
Entonces haciendo que x = 1 debe ser z = 2, y obtenemos el punto P;(1,0,2)

Para tomar ofro punto del plano podemos hacer que z = 0
2
= 2x—3y=0:y=§x

Y six = 3 entonces y = 2. Obtenemos el punto P,(3,2,0)

Entonces g contiene a los puntos (0,0,0),(1,0,2) vy (3,2,0):
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Ejemplo

Dados A(4,5,2), B(1,3,4). €(2,2,5) hallar, si es posible, el plano que contiene a los tres
puntos.

Habiamos dicho que tres puntos no alineados determinan un Unico plano que los
contiene.

Hagamos una figura de andlisis:

Con los tres puntos, podemos armar dos vectores, por ejemplo:
4B = (-3,-2,2)
AC = (-2,-3,3)

El vector normal debe ser perpendicular a ambos vectores cémo muestra la
siguiente figura:
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S

2 Qué operacion nos permite hallar un vector perpendicular a otros dos?
AB x AC = (0,5,5)
5Qué resultado habriamos obtenido si 4, B y C estuvieran alineados?

El vector (0,5,5) es perpendicular al plano que buscamos, entonces podemaos
tomarn = (0,5,5) y escribir la ecuacion del plano:

a: 5y+5z+d=0
Para hallar d podemos reemplazar cualquiera de los fres puntos. Reemplacemos A:
55+52+d=0=d=-35
Luego:
5y+5z—-35=0
Podemos dividir por 5 ambos miembros:
a: y+z—7=0
El lector puede comprobar que los puntos B y C verifican esta ecuacion.
Busquemos las intersecciones con los ejes para graficar el plano:
y=z=0=—-7=0 Absurdo
Entonces a no corta al gje x.
sEn qué punto corta al eje y2 (0,7,0)
2Y al eje z2 (0,0,7)

Observemos que el plano contfiene a fodos los puntos de la forma (x,7,0) con x €
R.

Lo mismo ocurre con los puntos del tipo (x,0,7) con x € R.
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Podemos observar entonces que:

a=0=elplanoes | alejex

Ecuacion segmentaria del plano

Dada la ecuacién general de un plano:
max+by+cz+d=0

Sia,b,c,d son distintos de cero, es posible obtener otra ecuacion del plano como
sigue:

ax+by+cz=-d

a+b +c_1
—dX T g T Tdt T

Sillamamos p=-2, g=-% r=-2
a’ b’ c
Resulta:

x z
=4k % + o 1 Ecuacién segmentaria del plano

Veamos qué indicanp, q y r:
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5Cudl es la interseccidn del plano con el eje x2
y=0,z=0 = x=p = Elplano cortaal eje x en (p,0,0)
5Cudl es la interseccion con el eje y2
(0,4,0)
3Y con el eje z2

(0,0,7)

Podemos observar que p, g vy r indican las intersecciones con |os ejes.

Ejemplo

+2=1
=

Unidad 1

Esta ecuacién parece segmentaria pero no lo es por el signo negativo. La

reescribimos asi:

z
+ 12 + i 1  Ecuaciéon segmentaria

Wl R

La ecuacién segmentaria es prdctica para graficar un plano porque muestra los

fres puntos de corte con los ejes:
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Ecuacion vectorial paramétrica del plano

Dados dos vectores U = (uq,uy,u3) Y v = (v, V5, v3) NO paralelos y un punto
Py (x0,Y0,20). NOS proponemos hallar la ecuacion del plano © que pasa por Py y es
paraleloady v.

5Como podemos obtener un vector perpendicular al plano conociendo dos
vectores paralelos a dicho plano?

Sl
Il
<l
X
<N

4]
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Teniendo 7 y el punto P,, podemos hallar la ecuacion implicita o general del
plano m como habiamos visto previomente.

Obtendremos a continuacidn otro tipo de ecuacion del plano, cuya deduccidn se
basa en el concepto de combinacién lineal de vectores, tal cdmo vimos en el
Ejemplo.

— -

Si P(x,y,z) esun punto cualquiera del plano m, los vectores PoP,u y v son
coplanares

Entonces
Ja,BER | PP =aii+p ¥

Esto significa que el vector PyP puede expresarse como combinacion lineal de
y ¥, como se muestra en la figura:

(x = X0,y — Y0,z — o) = a.(ug, Uz, uz) + B (v1,v,v3)
Por lo tanto:
(x,v,2) = (%, Y0, 20) + @ (uq, Uy, u3) + B (v1,v,,v3), cona,B ER
O en notaciéon vectorial:
(x,y,2) = O_PO> +a.d+pB.¥ Ecuacion vectorial paramétrica del plano

Ejemplo
Armar la ecuacion vectorial paramétrica del plano paraleloa i = (3,-1,5)y v =
(7,3,2) que pasa por el punto Py(0,—1,8).

De acuerdo con lo que hemos visto, tenemos toda la informacién para escribir la
ecuacion vectorial paramétrica:

(x,y,2)=(0,-1,8) + a(3,-1,5) + 8(7,3,2) , cona,B ER
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Nota: Para cada a y B € R se obfiene un punto del plano. Por ejemplo si a =
1y B=-1 seobtiene el punto (x,y,z) = (—4,-5,11).

Busgquemos ahora la ecuacion general de este plano.
R=uxv=(3-15)%(732) = (-17,29,16)
Luego:
—-17x+ 29y +16z+d =0
Reemplazamos P, para obtener d.:
—17.0+29.(-1)+1684+d=0= d = —99
Luego:
—17x+ 29y +16z2—99 =0
gue es la ecuacion general o implicita del plano.

De la ecuacion general a la ecuacion vectorial
paramétrica

Dada la ecuacién general de un plano, scdémo puede obtenerse una ecuacion
vectorial paramétrica de dicho plano?

Consideremos el siguiente ejemplo:
w: 2x—y+3z+9=0
Podemos despejar cualquiera de las variables, por ejemplo y:
y=2x+3z+9
Entonces:
w: (,y,z)=(x2x+32+9,2)

Reescribimos como suma de fres vectores, de forma tal que uno de ellos tenga los
términos con x, otro los términos con z y otfro los términos independientes:

(x,¥,2z) = (x,2x,0) + (0,32,2) + (0,9,0)
(x,v,2z) = x(1,2,0) + z(0,3,1) + (0,9,0) ,con x,z €R
Sillomamos x = a , z = B, resulta:
w: (x,v,z) =(090) + a(1,2,0) + 8(0,3,1) ,con a,B €R

Obtuvimos asi una ecuacion vectorial paramétrica del plano w.
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El lector puede comprobar que: i) los vectores 4 =(1,2,0) y v=(0,3,1) son
perpendiculares a i = (2,-1,3), 0 sea que son paralelos al plano; i) Po(0,9,0) € w.

Angulo entre dos planos

Seanlosplanosmy: a;x + by + iz +dy =0 Yy my: a,x + by + ¢,z + d, =
0 Dichos planos forman dos dngulos suplementarios, como muestra la figura:

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO07

El dngulo entre dos planos es el dngulo entre sus respectivos vectores normales:

ang(m,, ;) = ang(ny,ny)
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Sillamamos 8 a dicho dngulo, resulta:

—_— —
ny.n,

cos(f) = —=——=
I 7l

Segun el sentido de ny y n, , se obtendrd alguno de los dos dngulos
suplementarios. Convenimos en tomar el menor de estos dngulos, por lo cual
agregamos modulo en la férmula anterior:

|n{. 75|
cos(f) = — 2
I |17l
[ny. 7151 m .
0 =arccos| ————-] , 060 <— angulo entre dos planos
I [ 17l 2

Ejemplo
Dados los planos:

T x—y+2=0
m,: (x,y,z) = a(1,2,3) + 5(0,1,1)
Calcular ang(my, m,).

El plano m, estd dado en forma vectorial paramétrica, para hallar el dngulo
pedido necesitamos 7, :

7, =(1,2,3) % (0,1,1) = (-1,—-1,1)
ny = (1,-1,0)
n.n, =0
Esto quiere decir que n; 1 n,, entonces el dngulo es § = 90°.

La definicion de angulo entre planos nos permite enunciar condiciones de
perpendicularidad y de paralelismo entre planos.

Planos perpendiculares y planos paralelos

Sean m; y m, planos de vectores normales n; y n, respectivamente:
Planos perpendiculares: my L 7w, & n{.n, =0
Planos paralelos: n, |lm, © n{lln, © ny=kn, ,k€ER
Consideremos por ejemplo:
M 2x—3y+z+1=0 n, =(2,-31)

Ty 4x — 6y +2z+5=0 n, = (4,—6,2)
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My dx —6y+2z+2=0 n; = (4,—6,2)
Como n, =2n,;,podemos afimarque n; y m, son paralelos.

Andlogamente, como n; = 2n,,los planos m; y m; también son paralelos. Pero
ademds se verifica que d; = 2d,, porlo cual rr; y T3 son coincidentes, o sea m; =

3.

Distancia de un punto a un plano

Dadosunplano m: ax + by +cz+d =0 yunpunto A(x4, V4, 24) . NOS Proponemaos
calcular la distancia de A a «.

S

La distancia de A a = eslalongitud del segmento AA’, siendo A’ la proyeccion
ortogonal (perpendicular) de A sobre m.

Consideremos un punto cualquiera P(x,y, z) perteneciente a .
A'A = proy;(PA)
Entonces
dist(A,m) = ||[proys(PA)|| siendo P un punto cualquiera del plano

Veamos un ejemplo, dados:
mx+2y+3z+1=0

A(0,2,1)
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Calcular dist(A, )

Recordemos que la norma de la proyeccidn de un vector en la direccidn de otro
se calcula asi:

N

7
Il

|[proy:(P4)| =

Tomemos un punto cualquiera del plano, por ejemplo P(—1,0,0). Enfonces
PA = (1,2,1)

_|PAA| 1a2D.(123)] 8
lI7| V12 +22+32 V14

dist(4,m) = ||proy=(PA)||
A continuacién deduciremos una formula que permite calcular en forma muy
sencilla la distancia de un punto a un plano. Sean:
max+by+cz+d=0

A(xp,Ya,24)

Habiamos visto que:
d(4,m) = ||Wﬁ(ﬁ1’)|| siendo P(x,y,z) €
PA = (X4 —%,Y4—Y,24— 2)

n=1(ab,c)

Entonces:

PA.7| _ laCea —x) + b(ya =) + c(z4 = 2)|
TG ]

[proy:(PA)|| =

-d
axy, + by, + czy — (ax + by + cz)

”pT'Oyﬁ(PA)” = TE

lax, + by, + czy + d|
Va2 + b? + ¢2

lproya(PA)|| =

Concluimos que:

laxy +by,+czy+d|

va? + b2 + ¢2

dist(A, ) = distancia de punto a plano
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Retomemos el ejemplo que habiamos desarrollado:
mx+2y+3z+1=0
A(0,2,1)
De acuerdo con la férmula demostrada, la distancia es:

dist(A, ) |0+ 4+3+1] 8
s ,TT) = =
V12422432 414

Tal como habiamos calculado antes pero... imdas facil!

Distancia entre planos paralelos

Dados dos planos m; y m, paralelos, scédmo podemos hallar la distancia entre
ambos?e

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO11

Consideremos los siguientes planos paralelos:

m: 2x—3y+z+1=0 , my:4x—6y+2z4+5=0
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Todos los puntos de m; estdn a la misma distancia de m, , por lo tanto podemos
elegir un punto cualquiera de w; y calcular su distancia a , . Por ejemplo:
P1(0,0, _1)

Aplicamos la férmula de distancia de un punto a un plano:

|40-6.0+2.(-1)+5 3
VA2 + (—6)% + 22 V56

d(my,my) = d(Py,mp) =

Observacion: Silos planos no son paralelos, la distancia entre ambos es 0.

Haz de planos
Sean m; y m, dos planos no paralelos:

m: g x+by+cz+di=0
Ty Ay Xx+byy+c,z+d, =0

La interseccién de dos planos no paralelos es una recta. Se denomina haz de
planos al conjunto de planos que pasan por dicha recta. Uno podria imaginarse all
haz de planos como si fueran las hojas de un libro abierto:

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO08

Puede demostrarse que la ecuacién del haz de planos que pasan por la recta de
interseccién entfre m,; y m, esla siguiente:
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kl(alx + bly aF C1Z aF dl) + kz(azx aF bzy + CrZ + dz) =0 ) kl' k2 ER

Haz de planos que pasan por larecta r = my N1,

Para cada par de valores de k, v k, se obtiene un plano que pasa por la recta r.
Si ky, =0 vy k, # 0, se obtiene la ecuacion del plano .
Si k, =0y k; # 0, se obtiene la ecuacion del plano ;.

Si suponemos que alguna de las constantes es diferente de cero, por ejemplo k, #
0, podemos dividir la ecuaciéon del haz pork;:

k k
k_l(alx + bly + c1Z + dl) + k_z(azx + bzy + CrZ + dz) =0
1 1

Y renombrando % = k queda:
1

(ax+byy+ciz+dy) +k(a,x+byy+cz+d,) =0

Esta expresiéon se llama haz reducido. 3De ddnde proviene el nombre de
“reducido”?2

Falta r, porque m, se corresponde con k; = 0. Por lo tanto, en el haz reducido
estdn todos los planos que pasan por r = ; N1, excepto m,.

Ejemplo
Dados los planos:

my:x+2y+3z+1=0
my: 3x =5y +z+10=0

Enconftrar la ecuacién de un plano que pase por la recta de interseccién entre
y m, Y quUe:

a) Sea paralelo al eje x
b) Sea perpendicularalplanox+y+z=20

Se pide encontrar “un plano que pase por la recta de interseccion entre o, y m, ",
enfonces podemos armar el haz de planos que pasa por dicha recta:

a(x+2y+3z+1)+Bx—-5y+z+10)=0

Parte A
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Para que el plano sea paralelo al eje x su vector normal debe sern = (0,b,¢). O
seq, el plano debe serde la forma by +cz+d =0.

Reescribimos el haz como sigue:

(a+38)x+QRa—-58)y+Ba+p)z+(a+108)=0
a b c da

Para que sea paraleloalejex, a+38=0 =>a=-38
Reemplazando:
—11py —8Bz+ 7 =0
B(-11y—8z+7)=0
m3 : —11y—-8z+7=0
Parte B

Ahora queremos un plano del haz que sea perpendicular al plano x +y + z = 0.
Dos planos son perpendiculares si sus vectores normales son perpendiculares.
Luego:

1,1, D)(a+3B,2a—58,3a+pB)=0
6a—pF=0
B =6a
Reemplazando:
19ax — 28ay + 9az + 61la =0
a(19x — 29y +9z+61) =0

19x - 29y +9z+61=0

Ecuaciones de la recta en R3

Sabemos que una recta en R? puede expresarse por la ecuacion:
y=ax+b

Pero squé representa esta ecuacién en R32 En R3 es un plano paralelo al eje z, y
en R? es una recta:

51



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 1

y=x+1enR3 y:x+1enR2

Para definir un plano es suficiente conocer un vector perpendicular al plano y un
punto del mismo. 3Qué datos permiten definir una recta en R32

Para definir en forma vectorial una recta en R3, es suficiente conocer un punto de
la recta y un vector director que indique la direccién de la misma, o sea un vector
paralelo ala recta.

Ecuacion vectorial de Ila recta

Dados un vector ¥ = (vq,v5,v3) Y Un punto Py(xo, ¥o, Z9), NOS proponemos hallar la
ecuacion de la recta r que pasa por el punto P, y es paralela al vector .

Consideremos un punto P(x,y,z) perteneciente alarectar. El vector PyP resultard
paralelo al vector director #:
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HTTP://BIT.LY/AGAGIF012

PoP = ab
(x = X0,y — Yo, Z — 2p) = a(vy,v,v3)
(x,y,2) = (x0, V0, 20) + a(v1,V5,v3) , ® ER Ecuacion vectorial de la recta

Ejemplo
Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por los puntos M(3,2,1) y
S(—1,1,0).

Tenemos como datos dos puntos de la recta, entonces los vectores MS y SM son
paralelos a dicha recta. Elegimos uno de ellos como vector director:

B=MS = (-4,-1,-1)

Podemos tomar cualquiera de los dos puntos dados cémo punto de paso, por
ejemplo M. Entonces la ecuacioén es:

(x,y,2) =321 +a(—4,-1,-1) , a € R ecuacién vectorial de larecta MS
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Para cada valor de a € R, se obtiene un punto de larecta. Por ejemplo, si a = —1

se obtiene el punto P;(7,3,2) €.
5(5,—-3,1)€re
Veamos si existe algun valor de a que verifique esta ecuacién vectorial:

(5,-31)=GB21)+a(—4,-1,-1)

3—4a=>5
2—a=-3
l—-a=1

Este sistema es incompatible, asi que el punto no pertenece a la recta.

sPara qué valor de a se obtiene el punto 52

Ecuaciones paramétricas de la recta
Hemos visto que la ecuacién vectorial de una recta es:
(x,¥,2) = (x0, Y0, Z0) + a(v1,V;,v3)
Por igualdad de vectores:
xX=xy+av;

Y=Y tav, a€eR
zZ=Zytav;

Estas son las ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta.
Ecuaciones simétricas de la recta
Si vy, v,,v3 son distintos de cero, entonces:

X — Xp Y=o Z—=Zy
a= , a=—— |, a=
21 ) U3

lgualando, resulta:

X —Xo Y=Y Z—2Z . . s .
= = Ecuaciones simétricas de la recta
v VU, V3

Ejemplo
Consideremos la ecuacion vectorial de la recta MS:

(x,y,z2)=3B21)+a(—4,-1,-1) , a€R

3Como podemos obtener las ecuaciones paramétricas de la recta? Simplemente

por igualdad de vectores escribimos:

x=3-4a
y=2—a a€R , Ecuacionesparamétricas de larecta MS
z=1-a«a
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Para obtener las ecuaciones simétricas, despejamos el pardmetro e igualamos:

x—3 _y—2 _z—1
4T fT T

x—3
4

=y—2=2z-1 , Ecuaciones simétricas de la recta MS

Recta definida como interseccion de dos
planos

Dos planos no paralelos my:a;x+ by +ciz+d; =0 y 7y ax+b,y+cz+d, =
0 determinan al cortarse una recta en R3 que queda expresada por el sistema de
ecuaciones lineales:

. {a1x+b1y+clz+d1:0
a2x+b2y+CZZ+d2:0

Ty 4

ny

<

Ejemplo
Consideremos el siguiente ejemplo:

_{x+y+z+1:0 T
T x—y—z+2=0 T,

Este es un sistema de 2 x 3 (de 2 ecuaciones con 3 incégnitas) cuyo conjunto
solucion eslarectar.
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5Como podemos hallar un vector director de la recta y un punto de la misma?
Para obtener v, debe tenerse en cuenta que:
rcm = rln]

—_
rcm, = rln,

sy =

—_

5

3
S
N

S

iy

12

\\

<

Porlo tanto ny xn, esun vector paralelo ar. Asi encontramos un vector director
der:

B=7 x7, =(02,-2)

Para hallar un punto P, € r, podemos fijar el valor de una de las variables en el
sistema de ecuaciones que define a la recta, por ejemplo filemos arbitrariamente
z =0

Reemplazando en el sistema, nos queda:

{x+y+1=0 sistema 2x2

x—y+2=0

N W

. . 1
Resolviendo este sistema, obtenemos: x=—-> , y= 5 por lo cual un punto de

L0).

3
larectaes Py(— S5

Con la informacion obtenida, estamos en condiciones de escribir la ecuacidon
vectorial de la recta:

]

N| W
N =

ri(x,y,2z) = (— ,0) +4(0,2,-2) , 1 ER
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Observacion: Si para buscar un punto de la recta fijéramos x = 0 (enlugarde z =
y+z+1=0

0), nos quedaria el siguiente sistema: {_y 4220

que es incompatible.

sPor qué se produce esta incompatibilidad? Porque no hay ningun punto de la
recta en el plano x = 0, o sealarecta no interseca al plano x = 0.

En resumen:

(o x+by+tcz+d; =0
Dada unarecta r: {azx +byy + cyz+dy = 0
podemos obtener un vector director calculando el producto vectorial ny xn, .

Para obtener un punto de la rectq, fijamos arbitrariamente el valor de una de las
variables y resolvemos el sistema 2x2 resultante.

Ejemplo
Retomemos el ejemplo anterior:

_{x+y+z+1:0 Ty
T x—y—z+2=0 T,

Ofra forma de obtener la ecuacion vectorial de la recta es resolver el sistema de
ecuaciones que la define.

Escribimos la matriz ampliada asociada al sistema:

CRNRY

Matriz de los Términos
coeficientes independientes

Aplicamos operaciones elementales enftre filas para resolver el sistema de

ecuaciones:
—( 11 Dl
2

o197 o5)

Y ahora escribimos el sistema simplificado:
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{x=—1,5
y+z=0,5

O seaq:

{x=—1,5
y=05—-z

Entonces el conjunto solucidon se puede expresar asi:
S={(x,y,2)€ER3 | x=-15 A y=0,5—12z}
Y podemos escribir la ecuacién vectorial de larecta r:
(x,v,2)=(-15; 05—z ; 2)
Llamando z = 4, resulta:

r: (x,y,z)=(-15;05;0)+1(0,-1,1) , 1€R

Interseccion entre recta y plano

5Qué casos pueden presentarse en la interseccidén entre una recta y un plano?

Caso 1

rnm = {P}

Caso 2
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HTTP://BIT.LY/AGAGIFO18
riim

rnmT=0

Caso 3
HTTP://BIT.LY/AGAGIFO14
rcm
ram=r
Ejemplos
Dados:

m2x—3y+z+1=0
r:(x,y,2) =(0,1,3) + a(1,0,1)
5Como se busca la interseccién entre la recta y el plano?

Escribimos las ecuaciones paramétricas de la recta y las reemplazamos en la
ecuacion del plano:
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X=a
23!
z=3+a
20—31+B+a)+1=0 > a=—%

Reemplazando el valor del parédmetro a en las ecuaciones de la recta, obtenemos
el punto de interseccion:

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO15

Busquemos ahora la intersecciéon del mismo plano = con la recta
rp: (x,y,2) = (0,0,—1) + A(3,2,0)

Escribimos las ecuaciones paramétricas:

x =31
y=21
z=-1
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Reemplazamos en la ecuacion del plano
2B0)-32A)—-14+1=0= 0=0 VA

Queda una expresidon que es verdadera para todo A. Esto significa que todo punto
de la recta verifica la ecuacién del plano. En este caso podemos afirmar que la
recta estd incluida en el plano, porlo tanto: r,Nnm=r,.

HTTP://BIT.LY/AGAGIFO16
Considerando el mismo plano m, hallemos la interseccidén con la recta
r3: (x,v,2) = (5,0,0) + ¢t(0,1,3)

Reiterando el procedimiento, resulta:

x=5
y=t
z =3t

10—-3t+3t+1=0 = 11 =0 absurdo

Este absurdo nos indica que la recta y el plano no tienen ningun punto en comun,
o sea que larecta es paralela al plano y porlo tanto: rnm =0
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En resumen:

Para hallar la interseccidn entre un plano y una recta, se reemplazan las
ecuaciones paramétricas de la recta en la ecuacién del plano. Pueden
presentarse fres casos:

i) Es posible despejar el valor del pardmetro, entonces reemplazando este valor en
las ecuaciones de la recta se obtiene el punto de interseccién. En este caso: rn
m = {P}

i) 0=0 =2rcn =>rnn=r

i) 0=k(conk #0) = absurdo > rllmn = rNnn=0
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Paralelismo entre recta y plano

sExiste una manera de anticipar si una recta es paralela a un plano sin buscar la
interseccién?

Una vez mds, los vectores resultardn una herramienta potente para la geometria
de rectas y planos. Observemos la siguiente figura:

<N

5Como deben ser el vector normal del plano y el vector director de la recta para
que rillm 2

=

rirevln © v.1n=0

3Qué ocurre sila recta estd incluida en el plano?

En este caso también se verifica que el vector director de la recta es
perpendicular al normal del plano. Pero a diferencia del caso anterior, todos los
puntos de la recta estdn en el plano. Esto nos permite afirmar que:

vin

rcn e
{PrEn
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Ejemplo
Dadoselplono m:x+y—z—-3=0 ylarecta r:(x,y,2z) = (1,0,0) +t(0,2,2),
comprobar que la recta es paralela al plano. 3Estd incluida en el plano?

Sila recta es paralela al plano entonces su vector director ¥ debe ser
perpendicular al vector normal del plano 7. Luego 7. ¥ debe ser cero:

(1,1,-1)(0,22) =2—-2=0

Para saber si la recta estd incluida en el plano veamos si el punto (1,0,0) satisface
la ecuacion del plano m:

14+0-0-3=0= —2=0 Abs!

Como el punto no satisface la ecuacidén podemos concluir gue r no estd incluida
en .

EPL 3
Sea w el plano paralelo al eje y que pasa por (1,1,1) vy (1,2,3), y
(x—y=0
" {x +kz=2

Hallar, si es posible, el valor de k para que la recta r sea paralela a «.

Si existe k, analizar sir c .

Perpendicularidad entre recta y plano

Asi como encontramos una condicidn vectorial para el paralelismo entre una
recta y un plano, nos preguntamos si existird una condicion para la
perpendicularidad. Observemos la siguiente figura:

5Como deben ser el vector normal del plano y el vector director de la recta para
que rlm 2

rlm © V|| ne v=kn
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Ejemplo
Dado el plano =m: x-3y + z + 1 = 0, hallarla ecuacion de la recta
perpendicular a T que pasa por A(1,0,3).

Como la recta es perpendicular al plano © entonces su vector director es paralelo
al vector normal del plano. Podemos tomairr:

¥ =(1,-3,1)
Ya tenemos el vector director y un punto de paso, luego la ecuacion vectorial es:
ri(x,y,z)=(103)+41(1,-31), 1eR

EPL 4

Dado elhazdeplanos x + y-z + 2 + k(x-y + z) = 0, analizar si existe algun
x—1=0

plano del haz que sea perpendicular alarecta r: {y —y=o0"

Angulo entre recta y plano

Consideremos el siguiente esquema:

Sea r una recta no paralela ni perpendicular a un plano x. Sea 7’ la proyeccidon
orfogonal de r sobre m. Se define como dngulo entre r y 7 al dngulo agudo
que formanr y 7.

5Como podemos hallar dicho dngulo?2 Veamos la siguiente figura:
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T o a o

Podemos calcular el dngulo B entre v y 7 :

> —

v.n

cos(B) = —=—=
Izl 7l
Como habiamos visto previamente, de acuerdo con las direccionesde v y 17 el
dngulo B podria ser mayor de 90°. Agregamos médulo para obtener un dngulo
agudo:
|v. 7|
cos (B) = ==

121 N7l

Como ay B son complementarios se cumple que sen(a) = cos(B), entonces:

Por lo tanto:

|7. 77|
a = arcsen|—=———=1 , 0<ac<

—— angulo entre recta y plano
121 17|

N[

Casos particulares:
Si a =0, entonceslarecta es paralela al plano (v.n” = 0).
Si a= % , entonces la recta es perpendicular al plano (v = k7).

Ejemplo
Hallar el dngulo entre el planom: x +z—-8 =0 y el eje x.
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Conocemos el vector normal de « y el vector director de la recta. Luego
aplicamos directamente la férmula:

( 7.7 ) <|(1,0,0)-(1,0,1)|> (1) n
a = arcsen|\ —s—-= | = arcsen| —————— | = arcsen|\—| = —
(AN V2 V2! 4

Interseccion de rectas en R3

Sabemos que dos rectas en R? o bien se cortan en un Unico punto o bien son
paralelas.

Pero en R3, ademds de estos dos casos, existen rectas que ni se cortan ni son
paralelas: son las rectas alabeadas.

Tenemos entonces tres casos en R3:
Caso 1: Rectas concurrentes o incidentes:

N1, ={P}

Caso 2: Rectas paralelas:

™ " rn & 7})1 :kﬁz
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Las rectas paralelas podrian ser coincidentes. Para verificar si dos rectas paralelas
son coincidentes basta con ver si un punto de una de ellas pertenece o no ala

otra recta.

Caso 3: Rectas alabeadas:

Existe otra posicidon posible para las rectas en R3. Consideremos el siguiente
esquema en el que las rectas ry, 1, y 13 contienen a las aristas de un cubo:

Las rectas r; y r3 son paralelas. En cambio r; y r,, que no son paralelas ni

concurrentes, se denominan alabeadas.

Ejemplo

rny r,sonalabeadas & rhkr, A nNr,=0

Hallar la interseccion entre las rectas:
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r:(%y,2) = (-2,1,3) + a(1,4,5)
75 (x%,,2) = (1,0,—2) + (0,3, —1)
1—7;) ¥ V—z) >nin

Para buscar la interseccién, escribimos las ecuaciones paramétricas de las rectas y
luego igualamos:

x=—-2+4+a x=1
rl:{y=1+4a , rz:{ y =38
z=3+5a z=-2-p
—2+a=1
=>{ 1+4a=3p
345a=-2-p

Nos queda un sistema de tres ecuaciones y dos incognitas.

De la primera ecuacion se obtiene: a =3

.z 13
Reemplazando a = 3 en la segunda ecuacion, resulta: g = Y

Pero si sustituimos ambos valores en la tercera ecuacion:

3+453=-2 13
o 3
18— 19

3

Como esto es falso, el sistema es incompatible. Habiamos descartado paralelismo,
por lo tfanto podemos afirmar que las rectas son alabeadas.

Observacion: Los sistemas que tienen mds ecuaciones que incognitas se
denominan sobredeterminados y en general son incompatibles.

Ejemplo
Hallar la interseccidn entre las rectas:

r:(x,y,2) =(1,0,1)
ry: (x,vy,2) = f(—1,1,0) + (0,1,1)

Observemos que los vectores directores de Ias rectas no son paralelos, luego las
rectas no pueden ser paralelas. Podrian intersecarse o ser alabeadas.

Escribimos las ecuaciones paramétricas de las rectas e igualamos:

x=21 x=-f
rl:iyzo , rz:{y=ﬁ+1

z=1 z=1
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A=-B
0=p+1 =2 A=1AB=-1
A=1

Como el sistema tiene solucion, podemos afirmar que las rectas se intersecan, o
sea son concurrentes. Para averiguar en qué punto se cortan, podemos
reemplazar 2 =1 en las ecuaciones paramétricasder; o B =—1 enlas
ecuaciones paramétricas de r,. Asi obtenemos el punto de interseccion P(1,0,1).

Observacioén: En este ejemplo, las rectas se cortan en el punto P(1,0,1). Enry, el
punto P se corresponde con A = 1. En cambio enr,, P se corresponde con f =
—1. Por lo tanto, cuando buscamos la interseccién entre dos rectas debemos
utilizar letras diferentes para indicar los respectivos pardmetros. Noten que si
hubiéramos utilizado el pardmetro A para las dos rectas, habriamos obtenido un
absurdo: A=1y 2= —1 y esto nos habria inducido a error.

Plano que contiene a dos rectas

Dos rectas en R3 se denominan coplanares si existe un plano que contiene a
ambas rectas.

Habiamos visto que dos rectas en R pueden ser concurrentes, paralelas o
alabeadas. Veamos en qué casos es posible encontrar un plano que las
contenga:

Caso T: Rectas concurrentes

Veamos el siguiente grafico que muestra dos rectas concurrentes:

Dadas dos rectas concurrentes ry y r,, 3cOmo podemos encontrar el vector
normal del plano?

51Xﬁ2=ﬁ

Para completar la ecuacion del plano, tomamos un punto P de cualquiera de Ias
dos rectas.

Ejemplo
r:(xy,z)=(1,11) +t(0,1,2)
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ry: Recta que pasa por A(0,1,—1) y B(1,2,z,)

Hallar z, para que las rectas sean concurrentes y encontrar el plano que las
contiene.

Resolucion
Construyamos una ecuacion vectorial de la recta ry,:

1! (x:% Z) = (011: _1) + A (1,1,20 + 1)
AB

Escribimos las ecuaciones paramétricas de cada recta:
rl:{y=1+t , rz:{ y=1+21
z=1+2t z=—-14+(1+2y)2
Igualamos:
1=2
{ 1+t=1+2
14+2t=—-14+Az,+ 1)
De las dos primeras ecuaciones, se obtienet=1=1
Reemplazamos en la tercera ecuaciéon y despejamos z,:
3=—1+z+1>2=3
Para z, = 3 las rectas se cortan.

3Cudl es el punto de intersecciéng Reemplazamos por t = 1 en la ecuaciéon de la
primera recta:

rnnr,=1{(123)}

Para obtener la ecuacién del plano que contiene a las rectas, buscamos el vector
normal:

i j k
1 1 4

m2x+2y—z+d=0

Para averiguar d reemplazamos un punto que pertenezca al plano. Puede ser
cualquier punto de las rectas, por ejemplo (1,1,1):

21421-11+d=0>d=-3

m2x+2y—z—3=0
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Caso 2: Rectas paralelas

Veamos el siguiente grdfico que muestra dos rectas paralelas y el plano que las
contiene:

S|

Dadas dos rectas paralelas, existe un plano que las contiene pero no podemos
hallar el vector normal como en el caso de las rectas concurrentes. sPor qué®?

r:(xy,2) = (1,2,3) + A(—1,1,4)
ry:(x,v,2) = (1,0,0) + t(3,-3,—-12)
Claramente son paralelas pues sus vectores directores son paralelos:
(3,-3,—-12) = —3.(-1,1,4).

El lector puede comprobar que (-1,1,4) X (3,-3,—12) = 0, entonces el vector
normal del plano no puede hallarse con este producto vectorial.

Para hallar el vector normal, consideramos uno de los vectores directores y un
vector PP, determinado por un punto de cada recta, como muestra la figura:
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S

2 P,

El producto vectorial de ambos da un vector normal al plano:
ﬁ = ’1_7) X P1P2

Para completar la ecuacion del plano, consideramos un punto de cualquiera de
las rectas. Asi obtenemos la ecuacion del plano que contiene a las rectas dadas:

m: 5x—3y+2z—-5=0
Caso 3: Rectas alabeadas

Dos rectas alabeadas no pueden estar contenidas en un mismo plano.

Ejemplo
Hallar, si es posible, el plano que contiene a las rectas:

r: (x,y,z) = A(1,0,0)
2t (x,¥,2) = (0,1,0) +¢(0,0,1)

Dejamos a cargo del lector la verificaciéon de que son alabeadas. Busquemos un
vector perpendicular a ambas rectas:

i = (1,0,0) x (0,0,1) = (0,—1,0)
Considerando el punto (0,0,0) perteneciente a r;, obtenemos el siguiente plano:
my =0

Sin embargo, este plano no contiene a r,, pues el punto (0,1,0) no verifica la
ecuacion de .

Sugerimos al lector hacer una grdfico de las rectas y el plano obtenido, para
visualizar la situacion.
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No es posible hallar un plano que contenga a dos rectas alabeadas. Las rectas
alabeadas no son coplanares.

Angulo entre dos rectas

Definicién: El dngulo entre dos rectas de R3 es el dngulo entre sus vectores
directores.

Sean las rectas r; y r, con vectores directores v; y v,. Entonces:

— —
V1.V,

cos(a) = ———
o7l 11221

Usamos la misma convencién que para dngulo entre planos y para dngulo entre
recta y plano, y aplicamos médulo:

[v1.v5]
cos(a) = — 2
o0l 11211
Por lo tanto:
[v1. 7, T ,
a=arcoS| ———=-] , 0<a <= angulo entre dos rectas
o<1l vzl 2

Casos particulares:
Si a =0, entonces las rectas son paralelas (v; = k vy).

Si a= % , entfonces las rectas son perpendiculares (v7.v, = 0).

Observacioén: La definicion de dngulo que hemos adoptado no toma en cuenta si
las rectas se cortan o no.

Ejemplo
Sean,

r:(x,y,2z) =1(1,00) 1€eR
ry:(x,v,2z) = (0,1,0) +t(0,0,1) te R

Vimos en un ejemplo anterior que estas rectas son alabeadas. 3Cudl es el dngulo
entre ellas?

Como 7.7, =0, las rectas son perpendiculares, 0 sea que a = 23

Proyecciones ortogonales

Proyeccion de un punto sobre un plano

Dados un plano  y un punto A no perteneciente a dicho plano, la proyeccién
ortogonal de A sobre m es el punto A’ € & tal que AA" es un vector perpendicular a
TT.
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A

S|

!
»

AI

A en

A = A [ 01 {_)
proy,(A) siysoélo si i

Ejemplo
Dados un plano  y un punto A4, obtener la proyeccion ortogonal del punto sobre
el plano:

m2x—y+3z+1=0
A(4,1,-3)

Para obtener A’ buscamos la recta perpendicular a m que pasa por A. El vector
normal del plano es paralelo a esta recta, por lo tanto podemos tomarlo como
vector director:

ri(x,y,2z)=(4,1,-3) + 1(2,—-1,3)

Ahora buscamos la interseccidn de la recta con el plano, reemplazando las
ecuaciones paramétricas de la recta en la ecuacién del plano:

x=4+4+21
y=1-21
z=-3+4+31

2(4+20) - (1= +3.(=3+31)+1=0

8+41-14+41-9+91+1=0

1
141-1=0>1=—
14
Reemplazamos en la ecuacion de la recta para obtener as coordenadas del
punto A" :

29 13 39)

1 1 1 3
(0,7) = (41,-3) + = (2,-13) = (41,-3) +( ) - (7’E'_E

7' 14’14
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29 13 39

El lector puede verificar que A’ (7'E' 1

Si A em, 3cudleslaproyeccion de A sobre n?

)En y AN L.

Proyeccion de una recta sobre un plano

Dados unarecta r y un plano @, nos interesa obtener la proyeccidn ortogonal de
la recta sobre el plano.

En general, la proyeccién de una recta sobre un plano es ofra recta r':

proy.(r) =71’

Para hallar »’ podemos proyectar dos puntos de la recta sobre el plano. Si
llamamos A y B a dichos puntos, resulta

proy,(A) =A" , proy,(B) =B’
La recta r’ que buscamos es la recta determinada por A’y B’.

Pero teniendo en cuenta que el punto de interseccién entre la recta y el plano
pertenece a r’, es suficiente proyectar un solo punto de r para que r’ quede
definida.

También existe un caso especial: sila recta es perpendicular al plano, su
proyecciéon es un punto.

76



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 1

rlm=>proy,(r)=A=rNnmn

Ejemplo
Dadomx+y+2z—-3=0

a) Hallar la proyeccién de larecta r: (x,y,z) = 2(0,2,1) sobre
b) Dadalarecta s:(x,y,z) = (1,0,0) + t.(—2,b, ¢), hallar los valores de b y ¢ para
gue la proyeccidon de s sobre m sea un punto. 3Cudl es dicho punto?

Resolucion
Parte A
Para hallarlarecta r’ = proy,(r) buscamos dos puntos que pertenezcan ar'.
Uno de los puntos puede ser el de interseccién:
2+1-3=0=> 1=1= (x,5,2) = (0,2,1)

Tomemos el punto (0,0,0) € r. Para proyectarlo sobre el plano buscamos la recta
perpendicular al plano que pasa por (0,0,0):

(x,v,2) = (0,0,0) + a(1,1,1)
(x,v,2) = a(1,1,1)
Reemplazando en la ecuacion del plano:
at+a+a—-3=0>a=1
Entonces la proyeccion del punto (0,0,0) sobre « da (1,1,1)
Larecta r’ queda definida por los puntos (0,2,1) vy (1,1,1):
r':(x,y,2) = (0,2,1) +y(1,-1,0)

Parte B
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Para que la proyeccién de s sobre m sea un punto, el vector director de s debe ser
paralelo al vector normal del plano. Debe existir un k € R tal que:
(1,1,1) = k(-2,b,¢)
De aqui deducimos que deben ser b = ¢ = —2. La ecuacién de la recta queda:
s:(x,vy,z) = (1,0,0) + t(—2,—-2,-2)
Para hallar el punto reemplazamos las ecuaciones paramétricas de larecta enla

ecuacion del plano:

x=1-2t
ssyy=—-2t teR , mx+y+z—-3=0
z=-2t

1
1—2t—2t—2t—3=0=>—2—6t=0=>t=—§

El punto es:
P(S 2 2)
3’3’3
Por lo tanto:
()= snm= P(S 2 2)
proy.(s) = snm = 3'3'3
EPL 5
Sean:

m: (x,y,2z) = (0,1,0) + «(1,1,1) + B(0,0,1)
ri(x,y,z) =(1,31)+t(k2,-1)

Determinar el valor de k para que r sea paralela a = y obtener la proyeccién de r
sobre m.

Planos proyectantes de una recta

Los planos proyectantes de una recta son aquellos planos que incluyen a la recta
y son perpendiculares a los planos coordenados.
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Plano yz

Ejemplo
Hallar los planos proyectantes de la siguiente recta:

_{x—2y+z+7=0
—x+y+z-1=0

Resolucidn

Teniendo en cuenta que la recta estd definida como interseccién de dos planos,
una forma prdctica de hallar los planos proyectantes es construir el haz de planos
que pasan por dicha recta:

Construyamos el haz de planos que pasa por r:

Hialx=2y+z+7)+B(—x+y+2z—-1)=0
Ahora distribuimos y reordenamos:

(a—B)x+(2a+B)y+(a+B)z+7a—L=0
a b [ d

El plano proyectante perpendicular al plano xy (o sea, paralelo al eje z) es un
plano de la forma ax + by + d = 0. Porlo tanto:

a+f=0=>a=-p
= mq: —2x+3y—8=0

El plano proyectante perpendicular al plano xz (o seaq, paralelo al eje y) es un
plano de la forma ax + ¢z + d = 0. Porlo tanto:
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—2a+f=0=>p=2a
= my: —x+3z+5=0
5Cudll es el plano proyectante perpendicular al plano yz2

Ejemplo
Hallar los planos proyectantes de la recta que pasa por los puntos A(1,2,3) y
B(3,1,-1).

La ecuacion vectorial de larecta ABes 7: (x,y,z) = (1,2,3) + t(2,—1,—4)

Llamemos m; al plano proyectante que es perpendicular al plano xy. 3Qué
condiciones debe cumplir n;2

{T{ = (a,b,0) paraque m, sea L alplano xy
v, 'n; =0 paraque r Cmy

Entonces: (a,h,0)-(2,-1,—-4)=0 = 2a—b=0 = b =2a
Cona=1yb=2,resulta: n; =(1,20) = my: x+2y+d=0

Teniendo en cuenta que r c m; , reemplazamos un punto de la recta (por ejemplo
A) para obtener d.

El plano buscado es: m;: x+2y—5=0
Dejamos a cargo del lector comprobar que los otros planos proyectantes son:
My 2x+2z—-5=0 Yy m3:—4y+z+5=0

Ejemplo
Retomemos el ejemplo anterior, siendo  r: (x,y,z) = (1,2,3) + t(2,—1,—4)

Cuando las componentes del vector director de una recta son distintas de cero,
podemos expresarla a través de sus ecuaciones simétricas. En este caso:

x—=1 y—-2 z-3
2 -1 -4

T

A partir de las ecuaciones simétricas se deducen tres igualdades, cada una de las
cuales se corresponde con la ecuacion de un plano proyectante de la recta:

x—1 -2

> :y——l = —(x—1)=2(y—2) =>x+2y—-5=0  Plano proyectante m,
x—1 z-3

= & —4(x—-1)= 2(z—-3) = 2x+z—-5=0 Plano proyectante m,
y—2 z-—

3
= = —4(y—-2)= —(z—-3) = —4y+2z+5=0 Plano proyectante m4

El siguiente grafico muestra la recta y su plano proyectante my:
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RECTA Y UN PLANO PROYECTANYE

En la figura puede observarse que el plano proyectante ; es el plano
determinado por larectar y su proyeccion r’ sobre el plano coordenado xy. Lo
mismo puede afimarse de los ofros dos planos proyectantes.

EPL 6
Hallar los planos proyectantes de cada una de las siguientes rectas:

r: (x,v,z) = (1,2,3) + t(1,-2,0)
s (x,y,z) = (2,2,1) + A(0,0,1)

A partir de los resultados obtenidos, spodrian establecer qué condicion debe
cumplirse para que una recta fenga dos de sus planos proyectantes iguales?

sExiste algun caso en que no esté definido alguno de los planos proyectantes de
una recta?

Distancias

Distancia punto-recta en R’
Dados un punto A y una recta r de vector director ¥, queremos hallar la distancia
enfre Ayr (con A ¢r).Sea A’ € r tal que AA" es perpendicular a la recta.

d(A,r) = ||A4"||

Consideremos un punto P € r y el vector P4, y construyamos el paralelogramo
determinado por # y P4, tal como lo muestra la figura:
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El segmento AA’ es la altura del paralelogramo. Sillamamos S al drea de dicho
paralelogramo, resulta:

S=b.h=|v|.d [1]

Recordemos que el drea del paralelogramo es igual al mdédulo del producto
vectorial:

S=|PAx 3| [2]
lgualando [1] y [2] podemos despejar d:
llvll.d = ||PA x 3|

IPA x 5]

= dAn =5

Ejemplo
Calcular la distancia entre larecta r:(x,y,z) = (1,0,—1) + A(—2,1,1) y el punto
A(3,-1,1).

Resolucion
Aplicamos la férmula:

_IPAx 3]

AAT) =5
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Tomamos un punto cualquiera de la recta, por ejemplo P(1,0,—1) y formamos:

PA=(2,-1,2)
N & ) R

Distancia entre dos rectas paralelas

La férmula que hemos visto permite calcular la distancia entre dos rectas
paralelas. Veamos un ejemplo:

yt+z=2
x+ky=0

Dadaslasrectas r:(x,y,z) = (1,0,0) +t(2,—-1,1) vy rz:{
Hallar k tal que r; || rp, y calcular d(ry, ry).
Recordemos la condicidn para que dos rectas sean paralelas:

rnlirn ©@v=av; [1]

La recta r, estd definida como interseccién de dos planos. Si hacemos el producto
vectorial de los vectores normales tendremos un vector director de la recta:

(01,1) x(1,k,0) = (—k,1,-1)

Por [1]:
—k =2«
(_kl 11_1) = 0.’(2,—1,1) = 1=—a
_1 =a

>k=2

Para calcular la distancia, tomemos dos puntos cualesquiera de las rectas y
construyamos el vector P P,:
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P,(1,00)€r , P,(002) €T, , PP, = (—1,0,2)

La distancia entre las rectas serd la distancia entre P, y ry:
d(ry, 1) = d(Py1y) = —| —

PP, x B, = (—1,0,2) x (2,—1,1) = (2,5,1)
|[P,P; x #]| = V30

30
d(r, ) = % =5

Como ven, con las mismas herramientas resolvimos un problema diferente.

Distancia entre rectas alabeadas

Dadas dosrectas r; y r, no paralelas, nos proponemos calcular la distancia entre
ambas:
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41
— - ) \‘
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La minima distancia entre dos rectas alabeadas r; y r, se obtiene al proyectar el
vector P, P, sobre la direccidén perpendicular a ambas rectas, dada por vy X v, :

d(r1,73) = [[570Y 503 (PP

Recordemos que:

1570y @)l = ——
proyy Tl

—>—>|

Entonces podemos obtener una formula para la distancia entre ry y 7,

i) = |P1P2-(V_1>XV_2>)|
vz o7 x vl

distancia entre rectas alabeadas

5Qué significa que la distancia dé 02

Condicion de coplanaridad

Habiamos visto que tanto las rectas concurrentes como las paralelas son
coplanares (existe un plano que las contiene).

e Silasrectas se cortan, la distancia entre ellas es cero y por lo tanto:
(w1 XV3) - PP, = 0.
e Silasrectas son paralelas, 7; X 7, = 0 y por lo tanto también se cumple que

(V1 X v3) - P1P, = 0.

Entonces estamos en condiciones de enunciar una condicion de coplanaridad
entre dos rectas:
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r1y 1y soncoplanares & (V{Xv;) PP, =0

Ejemplo
Dadas las rectas:

r:(x,y,2) = (3,2,5) + 1(0,-1,2)

.{2x+y+3z+2=0
"2 —x+2y—42z4+3=0

Calcular d(ry,1y)
Resolucion

Debemos verificar que se trata de rectas alabeadas. Busquemos la direccidn de la
rectar, :

U—Z) = (21113) X (_112; _4) = (_10:515)

Vemos que las rectas no son paralelas porque sus vectores directores no son
paralelos. Luego podemos utilizar la férmula para distancia entre rectas
alabeadas:

d(rr,) = |P1P2-(U—1)X1—7;)|
vz 77 x v, |

Para hallar P, € r, fijamos z = 0, por ejemplo, y averiguamos los valores de x e y
resolviendo el sistema de ecuaciones:

{2x+y+2=0 N _ 1 _ 8
—x+2y+3=0 7 *T75 YT 75

Obtenemos asi P, (—é —%,0) e,

Calculamos:
NN _( 16 18 >
112 — 5 ) 5 )

7 x 75 = (0,—1,2) X (=10,5,5) = (=15, —20,—10)

77 x 731l = \/(=15)% + (—20)2 + (=10)? = V725

, 16 18
PP, (77 X T3) = (—?,—?,—5) (~15,-20,—10) = 48 + 72 + 50 = 170
d(r,,7,) 170 L 631
,T) = —— = 6,

V2l 725

EPL 7
Dadas las rectas del ejemplo anterior:

Iy (x, B2 Z) = (31215) + A(O: _1:2)
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. {2x+y+32+2:O
2 |-x+2y—4z+3=0

Hallar la ecuaciéon del plano m que contiene a r; y es paralelo a r,.

EPL 8
Dadaslasrectasr; : (x,y,2z) = t(1,1,2) yry: (x,y,2) = (1,k,0) + 1(2,1,0)

Hallar el valor de k para que las rectas sean coplanares y encontrar el plano que
las contiene.

87



	Puntos y vectores en ,ℝ-𝟑.
	Puntos en ,ℝ-𝟑.
	Vectores en ,ℝ-3.
	Operaciones y nociones básicas sobre vectores en ,ℝ-𝟑.
	Ejemplo
	Ejemplo

	Propiedades de la suma de vectores y del producto por un escalar
	Módulo o norma de un vector en ,ℝ-𝟑.
	Propiedades del módulo o norma de un vector
	Ejemplo


	Vector determinado por dos puntos
	Ejemplo

	Distancia entre dos puntos
	Problema
	En general
	Problema

	Expresión canónica de un vector
	Ángulos directores y cosenos directores de un vector
	Propiedad
	Demostración
	Ejemplo


	Versor asociado a un vector
	Producto escalar en ,ℝ-𝟑.
	Ejemplo
	Propiedades del producto escalar

	Ángulo entre vectores
	Condición de perpendicularidad entre vectores
	EPL 1


	Proyección de un vector en la dirección de otro
	Ejemplo

	Producto vectorial
	Definición
	Ejemplo

	Propiedades del producto vectorial
	EPL 2

	Fórmula para calcular el producto vectorial
	Interpretación geométrica del módulo del producto vectorial
	Ejemplo


	Producto mixto
	Definición
	Interpretación geométrica del producto mixto

	Coplanaridad

	Plano y recta en ,ℝ-3.
	Ecuaciones del plano
	Deducción de la ecuación general del plano
	Ejemplo
	http://bit.ly/agagif020
	Ejemplo
	Ejemplo

	Ecuación segmentaria del plano
	Ejemplo

	Ecuación vectorial paramétrica del plano
	Ejemplo

	De la ecuación general a la ecuación vectorial paramétrica

	Ángulo entre dos planos
	Ejemplo

	Distancia de un punto a un plano
	Distancia entre planos paralelos
	Haz de planos
	Ejemplo

	Ecuaciones de la recta en ,ℝ-𝟑.
	Ecuación vectorial de la recta
	Ejemplo

	Ecuaciones paramétricas de la recta
	Ecuaciones simétricas de la recta
	Ejemplo


	Recta definida como intersección de dos planos
	Ejemplo
	Ejemplo

	Intersección entre recta y plano
	Ejemplos

	Paralelismo entre recta y plano
	Ejemplo
	EPL 3

	Perpendicularidad entre recta y plano
	Ejemplo
	EPL 4

	Ángulo entre recta y plano
	Ejemplo

	Intersección de rectas en ,ℝ-𝟑.
	Ejemplo
	Ejemplo

	Plano que contiene a dos rectas
	Caso 1: Rectas concurrentes
	Ejemplo

	Caso 2: Rectas paralelas
	Ejemplo

	Caso 3: Rectas alabeadas
	Ejemplo


	Ángulo entre dos rectas
	Ejemplo

	Proyecciones ortogonales
	Proyección de un punto sobre un plano
	Ejemplo

	Proyección de una recta sobre un plano
	Ejemplo
	EPL 5


	Planos proyectantes de una recta
	Ejemplo
	Ejemplo
	Ejemplo
	EPL 6

	Distancias
	Distancia punto-recta en ,ℝ-3.
	Ejemplo

	Distancia entre dos rectas paralelas
	Distancia entre rectas alabeadas

	Condición de coplanaridad
	Ejemplo
	EPL 7
	EPL 8



