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En las unidades anteriores vimos que el dlgebra de vectores y el dlgebra de
matrices presentan similitudes. Pudimos observar que las propiedades de la suma
(de vectores o de matrices) y del producto por un escalar son idénticas en ambos
conjuntos.

En esta unidad, generalizaremos el concepto de vector a partir de estas
propiedades en comuUn que hemos senalado para vectores geométricos y
matrices.

Definicion de espacio vectorial

Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos, llamados vectores, en
el que se han definido dos operaciones: la suma y el producto por un escalar
(nUmero real) sujetas a los diez axiomas que se dan a continuacioén. Los axiomas
deben ser vdlidos para todos los vectores u, vy w en V y todos los escalares a y
reales.

Llamamos u + v alasuma de vectoresenV,y aw al producto de un nUmero real
a por un vectorv € V.

l.Lu+v €V

2. u+tv=v+u

. (u+v)+tw=u+@w+w)

4. Existe un vector nulo Oy € V talque v+ 0y =v

5. Para cada v enV, existe un opuesto (-v) €V tal que v + (—v) = Oy
b6.av €V

7.a(u+7v) = au+av
8.(a+Bv=av+pv
9. a(pv) = (ap)v
10.lv=v

Observacion: En la definicidon anterior, cuando decimos “escalares” nos estamos
refiiendo a nimeros reales. En este caso, se dice que V es un espacio vectorial
real.

También es posible que los escalares pertenezcan a ofro conjunto numeérico, por
ejemplo los nUmeros complejos con los cuales trabajaremos en la Ultima unidad.

Ejemplo 1
De acuerdo con las propiedades que vimos en la primera unidad, podemos
afirmar que R3 es un espacio vectorial.
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Los espacios R®, con n =1, son los ejemplos principales de espacios vectoriales.
La intuicion geométrica desarrollada para R® nos ayudard a entender y visualizar
muchos conceptos de esta unidad.

Los vectores de R™ son n-uplas de nUmeros reales, o seq:
R™ = {(x1, X, ..., Xp), con x; € R}
En R", la suma de vectores y el producto por un escalar se definen asi:
Sean u = (ug,uy, ...,Uy) ¥y v=W,vy..1) ER"
u+v=_>+v,u,+v, .., u, +v,) ER"
av = (avy, av,, ..., av,) € R

Puede comprobarse que las operaciones definidas verifican los axiomas de
espacio vectorial.

Ejemplo 2
De acuerdo con las propiedades enunciadas en la segunda unidad, para cada m
y n R™" es yn espacio vectorial.

Tenemos por ejemplo R?*3, espacio vectorial cuyos vectores son las matrices de
2 X 3.

Ejemplo 3
Llamemos P, al conjunto de polinomios de grado menor o igual que 2, incluyendo
el polinomio nulo.

Recordemos la suma de polinomios y la multiplicacion por un escalar:
Dados p(x) = a, + a;x +a,x*€P, y q(x) =b, + bix+ b,x? € P,
Definimos las operaciones:
(p+@x) = plx) +q(x) = (a, + by) + (a1 + b)x + (az + b)x* EP,
(ap)(x) = ap(x) = (aa,) + (aa)x + (aay)x* € P,

Puede demostrarse que estas operaciones verifican todos los axiomas de espacio
vectorial.

En particular, el vector nulo en este espacio es el polinomio nulo, es decir el
polinomio cuyos coeficientes son todos iguales a cero.

Generalizando, para cualquier n = 0, el conjunto P, de todos los polinomios de
grado menor o igual que n (incluyendo el polinomio nulo) es un espacio vectorial.

Observacion:



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 3

sPor qué no definimos P, como el conjunto de polinomios de grado exactamente
igual a n? Silo definieramos asi, no seria un espacio vectorial como se muestra en
el siguiente ejemplo:

p(x) =x? y q(x) =—x%+1 son polinomios de grado 2, pero la suma es un
polinomio de grado cero. Entonces no se verificaria el primer axioma de espacio
vectorial (la suma de vectores de un espacio vectorial V debe estar en V).

Propiedades de los espacios
vectoriales

A partir de los axiomas de espacios vectoriales, pueden demostrarse estas
propiedades que resultan “naturales”:

Propiedad 1

0u=OV

a OV = OV
Propiedad 3
(—a)u = —(au)

En particular, paraa =1:
(-Du=-u

Propiedad 4

au=0y = a=0 v u=0y
Veamos cémo puede demostrarse esta Ultima propiedad:
Si a =0 ,se cumple la proposicion.

Si a # 0, podemos multiplicar por% X

1 1
au=0y = —au=-0, = u=0y jdemostrado!

] [}
Subespacios vectoriales
Definicion
Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V.

W es un subespacio de V si W es en si mismo un espacio vectorial con las mismas
operaciones (suma de vectores y producto por un escalar) definidas en V.
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Ejemplo
W ={(x;,x;) €R?:x,=3x;} z€5uUn subespacio de R?2

Primero analicemos el conjunto W. Son todos vectores de R? tales que la segunda
componente es el friple de la primera:

(x1,3%1) = x1(1,3)

W eslarecta que pasa por el origen y tiene vector director (1,3), o sea larecta de
ecuacion y = 3x.

Para decidir si W es un subespacio de R? habria que verificar que se cumplen los
axiomas del 1 al 10. El lector puede comprobar que todos se cumplen en este
Caso.

Pero en general no es necesario verificar los axiomas porque existe un criterio
sencillo para determinar si un subconjunto W de un espacio vectorial V es un
subespacio, es el que sigue.

Condiciones necesarias y suficientes para
caracterizar subespacios

Sea W un subconjunto de un espacio vectorial V (W € V).

W es subespacio de V siy sélo si se cumplen las siguientes condiciones:
a. 0y estdenw.

b.Siuywvestdn en W, entoncesu + v estden W.

c.Siuestden Wy k esun escalar, ku estd en W.

Observaciones

1. La condiciéon (a) asegura que W no es vacio. La mejor manera de comprobar si
W es un subespacio es buscar primero si contiene al vector nulo. Si 0y estd en W,
entonces deben verificarse las propiedades (b) y (c). Si 0y no estd en W, W no
puede ser un subespacio y no hace falta verificar las otras propiedades.

2. Las propiedades a, b y ¢ corresponden a los axiomas 4, 1y 6 de espacios
vectoriales.

3. Los axiomas 2, 3, 7, 8, 9 y 10 de espacio vectorial se cumplen para W porque
éste es un subconjunto de V. Puede decirse que W "hereda” esas propiedades de
V.

4. Faltaria comprobar que cada vector de W tiene su opuesto en W (axioma 5 de
espacios vectoriales):

Teniendo en cuenta la condicién (c) de subespacios,
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c.SiuestdGen Wy k esun escalar, kuestGen w.
Sitomamos k = —1, resulta:

ParacadaueWwW, (-)u=-u e W.

Y por lo tanto cada vector de W tiene su opuesto en W.

De las observaciones anteriores se deduce que las condiciones (a), (b) y (c) son
suficientes para demostrar que W es un espacio vectorial, y por lo tanto
subespacio de V.

Subespacios triviales

SiV es un espacio vectorial, entonces V es un subespacio de si mismo.

El conjunto {0y}, que contiene sdlo al vector nulo del espacio, también es
subespacio de V pues:

0p+0,=0, y kOy,=0, paracualquier k real

Los subespacios {0}y V se denominan subespacios friviales de V.

Ejercitacion sobre subespacios

Ejemplo 1
Consideremos el conjunto W = {(x,y) € R? | xy = 0}, 3Es un subespacio de R?2

xy=0e= x=0V y=0
Se cumple (a) pues (0,0) e W

No se cumple (b) porque la suma de dos vectores de W puede no estar en W, por
ejemplo:

1oO+0D=>0Q1)ew
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1Lew

1
(1,0) EW

T T T
-3 -2 -1 o]

Entfonces W no es un subespacio de R2.

Ejemplo 2
Consideremos el conjunto W = {(x,y) € R? | x = 0}. Es decir, la recta de ecuacion
x = 0. 3Es un subespacio de R?2

Se cumple (a) pues (0,0) e W
Se cumple (b) pues la suma de dos vectores de W, estd en W:
(0,y1) + (0,52) = (0,1 + ¥2)
Se cumple (c) pues el producto de un vector de W por un niUmero real estd en W:
k(0,y) = (0,ky)
Luego W es subespacio de R2.

Ejemplo 3
Consideremos el conjunto W = {(x,y) € R? | x2 —y% = 0}. 3Es un subespacio de R?2

x)—y2=0 © y=x V y= —x
Se cumple (a) pues (0,0) e W

No se cumple (b) porque la suma de dos vectores de W puede no estaren W, por
ejemplo:

AD+A,-D=20ew

Entonces W no es un subespacio de R?.
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Ejemplo 4
Consideremos el conjunto W = {(x,y,z) € R® | x + vy + 2z = 0}. Es decir un plano que
pasa por el origen. 3Es un subespacio de R32

De la ecuacion del plano se deduce que: x = —y — 2z

Por lo tanto los vectores que pertenecen a W responden ala forma (—y — 2z,y, z)
cony,z € R.

Se cumple (a) pues (0,0,0) e W

Se cumple (b) pues la suma de dos vectores del plano, sigue estando en ese
plano:

(=y—=2zy,2)+ (' -22,y,2)=(-(v+y)-2z+2z),y+y.z+2")
Se cumple (c¢) pues k(—y — 2z,y,z) = (—ky — 2kz,ky, kz) e W
Entonces W es subespacio de R3.

Ejemplo 5

Consideremos el conjunto W = {p € P, | p(0) = 0}. Es decir, los polinomios de grado
menor o igual que 2 (incluyendo el polinomio nulo) tales que evaluados en 0 dan
por resultado 0. 3Es un subespacio de P,?

Se cumple (a) pues el polinomio nulo pertenece a W.

Recordemos la definicidn de suma de funciones y de producto de un real por una
funcion:

f + 9) () = f(x) + g(x), para todo x perteneciente al dominiode f yde g
(k) (x) = k f(x) para todo x perteneciente al dominio de f
Los polinomios son funciones, por lo tanto si consideramos p,q € W, resulta:
@+90)=p0+q0)=0+0=0 = p+q eW
(kp)(0)=kp(0)=k0=0 = kp eW
Demostramos que W es un subespacio de P,.

Ejemplo 6
Consideremos el conjunto W = {4 € R¥*? | A = A' }. Es decir, el conjunto de matrices
simétricas de 2 x 2.

Se cumple (a) porque la matriz nula pertenece a W.

Se cumple (b) puessi 4, B € W entonces (A+ B)t = A*+ Bt = A+ B,luego (A+B) €
w

Se cumple (c) pues si A € W entonces (kA)t = kAt = kA, luego (kA) e W



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 3

Demostramos que el conjunto de matrices simétricas de 2x2 es un subespacio de
szz.

Observacion: En la comprobaciéon de las condiciones (a), (b) y (c) no fue
necesario hacer referencia al tamano de las matrices. Esto significa que es vdlido
para matrices simétricas de n x n.

Ejemplo 7
Consideremos el conjunto W = {4 € R?*? | det(4) = 0 }. 3Es un subespacio de R?*22

Se cumple (a) porque la matriz nula pertenece a W.

En general det(4 + B) # det(4) + det(B), entonces podria ocurrir que A, B € W pero
qgue A + B no esté en W. Por ejemplo

Az(—11 _33) ' Bz(—oz g) ’ A+B=(—13 _83)
Entonces no se cumple (b).

W no es un subespacio de R?*2,

Resumen de los subespacios de R” y R?

Después de estos ejemplos podemos resumir cuales son los diferentes tipos de
subespacios de R? y R3:

Subespacios de R? Subespacios de R3
e {(0,0)} e {(0,0,0}
e Rectas que pasan por el origen e Rectas que pasan por el origen
e R? (como subespacio de si e Planos que pasan por el origen
mismo) e R3 (como subespacio de si
mMismo)

No hay ninguna otra clase de subespacios en R? y R3.

] | Y 4 [}
Combinacion lineal
Definicion
Sean vy, v,, .., v, w vectores de un espacio vectorial V. Se dice que el vector w es

una combinacion lineal de los vectores vy, v,, ... , v, Si s€ puede expresar como
sigue:

w = klvl + k2172 + ...+ krvr

donde k4, k5, ..., k. son escalares.
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Observaciéon: Nosotfros estamos tfrabajando con espacios vectoriales reales, o sea
que los escalares son nimeros reales.

Ejemplo 1
El vector (0,0,3) es combinacién lineal de (0,0,1) ya que

(0,0,3) = 3(0,0,1)

Veamos cémo se puede pensar esto desde la perspectiva geométrica. ;Qué
vectores pueden expresarse como combinacion lineal del vector (0,0,1)2

Todos los vectores (0,0, k) con k € R. Es decir que todos los vectores sobre el eje z,
son combinacién lineal de (0,0,1).

Ejemplo 2
El vector (1,0,4) es combinacién lineal de (1,0,1), (0,0,2) ya que:

3
L(10,1) +5.(0,02) = (1,0,4)

Geométricamente el vector (1,0,4) es un vector coplanar con los vectores (1,0,1) y
(0,0,2). Se puede ver en la siguiente grafica que pertenecen al plano y = 0:

Ejemplo 3
El vector 8x — 4x? es combinacién lineal de los vectores x y x? ya que:

8x — 4x? = 8.(x) + (—4).x?

10
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Ejemplo 4
sEs el vector (1,8) combinacién lineal de los vectores (1,0), (3,3)2
Para responder esto debemos buscar si existen escalares a, g tales que:
(1,8) = a(1,0) + B(3,3)

{1=a+3[>’ _

8
g=35 =77 F=3

Como existen escalares que satisfacen la igualdad entonces (1,8) es combinacion

lineal de (1,0), (3,3).

Ejemplo 5
sPara qué valores de k el vector (1,2,3) combinacién lineal de los vectores
(11 0) 0)’ (OI 1’ 0)’ (Ol 2’ k)?

Para responder esto debemos buscar si existen escalares a, 8,y tales que:

(1,2,3) = «(1,0,0) + 3(0,1,0) + (0,2, k)

a=1
p+2y=2
vk =3

Si k = 0la tercera ecuacidon queda 0 = 3, y el sistema es incompatible. Si k # 0
enfonces se puede obtener y y .

Entonces para todo k # 0 el vector (1,2,3) se puede expresar como combinacién
lineal de los vectores dados.

Conjunto generador

Sea {v;,v,, .. 1.} Un conjunto de vectores de un espacio vectorial V.

Si todo vector de V puede expresarse como combinacion lineal de vy, vy, ... , vy,
entonces se dice que { vy, v,, ... , v, } €5 un conjunto generador de V o también que
Vq,Vy, ...,V generanv.

Ejemplo 1
3Es el conjunto {(1,1),(1,—1)} generador de R?2

Siguiendo la definicion, debemos ver si cualquier vector de R? puede expresarse
como combinacion lineal de (1,1), (1, -1):

= X+ X —
x=a+p N y Y

y=a—-p %72

() =D +60,-1) = |

Hemos llegado a un sistema compatible determinado. Para cada x e y se
obtrendrd un valor para a y para B.
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Entonces, como cualquier vector (x,y) de R? puede expresarse como
combinacién lineal de (1,1), (1,—1), decimos que {(1,1), (1,—1)} es un conjunto
generador de R?.

Ejemplo 2
sEs el conjunto {(1,1),(1,-1),(2,0)} generador de R?2

Otra vez planteamos un sistema de ecuaciones. Nos interesa saber si tiene solucion
O no:

x=a+p+2y

(6y) = @) + AL -1 +y20) = { L

Veamos cémo es la resolucidon por el método de Gauss:

(112x) (112x> Lz
1 -1 0 y/pr-r-Rr\0 =2 =2 y—-x)_ 1. 01 1 —
277502 2

a+p+2y=x az_y+x+y

{ﬁ+ ==2= x-y

Y=73 p=—"-v

Para cada (x,y) en R?, el sistema es compatible (indeterminado). Entonces
{(1,1),(1,-1),(2,0)} también genera R?.

Ejemplo 3
3Es el conjunto (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1) generador de R32
x=a+t+y ax=x—z
(x,¥,2) =a(1,0,0) + 5(0,1,0) + y(1,1,1) = {y =f+y > {[3 =y—z
z=y y=z

Como el sistema es compatible (determinado), podemos afirmar que el conjunto
{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} genera R3.

Ejemplo 4
2Qué vectores pueden expresarse como combinacion lineal del (1,0)2

Los vectores de la forma (x, 0). Entonces el vector (1,0) no genera todo R?, pero
generalarectay = 0.

Ejemplo §
5Qué vectores pueden expresarse como combinacién lineal de (1,0,0) vy (0,1,0)2

(x,vy,z) = a(1,0,0) + 8(0,1,0) = (a, B,0)

Es decir todos los vectores con componente z = 0. Entonces (1,0,0) vy (0,1,0) no
generan R3 sino el plano z = 0.
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Subespacio generado

Sean vy, v,,..,v,. vectores de un espacio vectorial V.
1. El vector nulo puede expresarse como combinacion lineal de dichos vectores:
OV - 0171 + 0172 + ... + O‘Ur

2. Si sumamos dos combinaciones lineales de los vectores dados, obtenemos otra
combinacion lineal:

(avy + .. + av) + (byv; + ... + bv,) = (a1 + bpvy + -+ (a, + b,

3. Si multiplicamos un escalar k por una combinacién lineal de los vectores dados,
obtenemos una combinacion lineal de dichos vectores:

k(agv, + .. + a,v.) = (kap)vy + ... + (ka)v,

Estas tres condiciones permiten afirmar que el conjunto de todas las
combinaciones lineales de vy, v,, ..., v, €S un subespacio de V.

Entonces:

Dados los vectores vy, v,, ..., enV, llamamos subespacio generado por
vy, ...,V Al conjunto de todas las combinaciones lineales de estos vectores. Lo
denotamos con la expresion gen{v,, vy, ..., v, }.

genfvy, vy, ., v} ={vEV: v= av; + ayv; + ...+ a, v, ,cona; € R} subespacio de V

Ejemplo 1
Las combinaciones lineales del vector (2,1) son todos los vectores de la forma
2k, k) conk € R.

<

0.54

-0.5+4
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Geométricamente el subespacio generado por (2,1) es la recta que pasa por el
origen y tiene la direccién de dicho vector.

Ejemplo 2
Las combinaciones lineales de los vectores (1,0,2), (0,0,1) son los vectores
coplanares con (1,0,2) y (0,0,1):

Veamos, analiticamente, cual es el espacio generado por (1,0,2), (0,0,1):
(x,y,z) = a(1,02) + (0,0,1) = (2,02 +B8) a,LER

Son todos los vectores con segunda componente nula. Es decir que el subespacio
generado es el plano y = 0.

Osea: gen{(1,0,2),(0,00)}={(x,y,2) ER3: y=0}

Ejemplo 3
Tomemos los vectores del ejemplo anterior: (1,0,2), (0,0,1) y ademds el
vector (—1,0,1).

3Qué espacio generan?

(x,y,2z) = a(1,02) + B(0,0,) +y(-1,01) = (a—y,0,2a+ B+ y)

14
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Son vectores con segunda componente nula. Se genera el mismo subespacio que
en el ejemplo anterior. Esto se explica porque el tercer vector es coplanar con los
primeros dos.

Independencia lineal y
dependencia lineal

En los ejemplos 1y 2 (de Conjunto generador) vimos que los conjuntos
{(1,D,1,-D} y{(1,1),(1,-1),(2,0) } generan R2. Si fuviéramos que elegir uno de
ellos como generador de R?, zpor cudl nos inclinariamos?

El problema de encontrar los conjuntos generadores mds “pequenos” para un
espacio vectorial depende de la nocidén de independencia lineal, que
presentamos en esta seccion.

Si A ={vy,v,,...,v.} €5 Un conjunto de vectores de un espacio vectorial V, entonces
la ecuacion vectorial

vy +a, vy + -+ a, v =0y
tiene al menos la solucién frivial: ¢y = a, = - =a,, =0

Si ésta es la Unica solucién, entonces se dice que A es un conjunto linealmente
independiente.

Si hay ofras soluciones (ademds de la frivial) entonces A es un conjunto
linealmente dependiente.

Una forma alternativa de caracterizar la dependencia lineal es la siguiente:

Un conjunto de vectores { vy, v,, ..., . } de un espacio vectorial V es linealmente
dependiente siy sélo si al menos uno de los vectores puede expresarse como
combinacién lineal de los demds. [1]

Demostracion:
=  Sielconjunto {vy,v,,..,1, } eslinealmente dependiente, la ecuacion
a1V, +av, + ...+ v, =0y

admite otras soluciones ademds de la trivial. O seq, existe una combinacién lineal
donde al menos uno de los escalares es distinfo de cero, que da el vector nulo.

Supongamos que a, # 0. Entonces resulta:

Por lo tanto, el vector v; es combinacion lineal de los demds.
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< Sabemos que uno de los vectores puede expresarse como combinaciéon de
los demds. Sin perder generalidad, supongamos que:

Ul = kzvz + -+ kT'UT'
Entonces: —1vy + kv, + -+ kv =0y

Existe una combinacién lineal no trivial (al menos uno de los escalares es distinto
de cero) que es igual al vector nulo. Por lo tanto, el conjunto { vy, vy, ...,1,. } €5
linealmente dependiente, como queriamos demostrar.

Ejemplo 1
sEs el conjunto {(1,1),(1,-1)} LIo LD?

Planteamos la ecuacion:
a;(1,1) + a,(1,—1) = (0,0)

{0.’1+a2=0 = a,=0,a,=0

0(1 - az = 0
Luego el conjunto es L.

Ejemplo 2
sEs el conjunto {(1,1),(1,—-1),(2,0)} Ll o LD?

Planteamos un sistema de ecuaciones. Nos interesa saber si tiene solucidon Unica o

infinitas soluciones:

a(1,1) + B(1,-1) + y(2,0) = (0,0) {0 =a+p+2y

O=a-p
Veamos cémo es la resolucidn por el método de Gauss:
(1120) (1120) (1120)
1 -1 0 0/por-;\0 -2 =2 0/, 10 1 1 0
>

(e =6

El sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, o sea fiene infinitas
soluciones. Luego, el conjunto es LD.

Notemos que también se cumple la forma alternativa de caracterizar la
dependencia lineal, pues es posible escribir (2,0) como combinacién lineal de

1Dy @,-1):
(LD +(1Q,-1) =(2,0)

Ejemplo 3
sEs el conjunto {(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)} LI o LD?
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O=a+y a=0
a(1,0,0) + £(0,1,0) + y(1,1,1) = (0,0,0) = {0 =B+y = {ﬁ =
0=y y=20
Como el sistema es compatible determinado, el conjunto es LI.

Ejemplo 4
sEs el conjunto {(1,0,0),(0,1,0)} Ll o LD?

«(10.0)+F010) = 000) = {5 ¢
Como el sistema tiene solucidn Unica el conjunto es LI

Ejemplo 5
sEselconjunto{x , —x? , 4x2—x}LIlolLD®?

a;(x) + a,(—x?) + az(4x? —x) = 0x2 + 0x + 0

{—0(2 + 4‘(13 =0 {a’z = 4’0.’3
=
aq — 0.’3 = 0 aq, = 0.’3

El sistema es compatible indeterminado. Luego el conjunto es LD.
Notemos que es posible escribir 4x? — x coOmo combinacion lineal de x y de —x2:

(D) + (—4)(—x?) = 4x%? — x

Propiedades
Propiedad 1

Un conjunto formado por un solo vector, ses linealmente independiente (LI) o
dependiente (LD)?

Planteamos la combinacion lineal:
av =0y,
Si v = 0y, a puede tomar cualquier valor. Por lo tanto: {0,} es LD.

Si v# 0y, ,la Unicasolucion es a = 0. Por lo tanto: {v} es L.

Propiedad 2

Si un conjunto de vectores contiene al vector nulo, entfonces es linealmente
dependiente (LD).

Demostracion:
Sea A ={v,vy...,v,0,}CV
Entonces se tiene que:

Ovy +0vy, + -+ 0v,. +10, =0y
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Probamos que existe una combinacién lineal con escalares no todos nulos, que da
el vector nulo. Porlo tanto, A es linealmente dependiente.

Interpretacion geométrica

Observacioén previa: En lo que sigue consideramos los vectores colocados a partir
del origen de coordenadas.

De [1] resulta que dos vectores v, y v, son linealmente dependientes (LD) si y sélo si
uno de ellos es un multiplo escalar del otro.

Podemos afirmar entonces que dos vectores en R? o R3 son LD siy sélo si estdn
sobre la misma recta que pasa por el origen (vectores paralelos).

Dos vectores Ll en R3

Dos vectores LD en R3

En R3, fres vectores v, v,, v3 son LD si y sdlo si estdn situados en el mismo plano que
pasa por el origen (vectores coplanares).
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Tres vectores Ll en R3

Base y dimension de un espacio
vectorial

Habiamos visto que los conjuntos B = {(1,1),(1,-1)} vy € = {(1,1),(1,-1),(2,0)}
generan R2. 3Cudl es la diferencia entre ellos?

B es un conjunto linealmente independiente, en cambio € es linealmente
dependiente porque (2,0) = (1,1) + (1,-1).

Un conjunto de vectores B = {v,,v,, ..., v,} de un espacio vectorial V se denomina
base de V siy sélo si:

i. B es linealmente independiente;
i. Bgeneraal.

Teniendo en cuenta esta definicion, B = {(1,1),(1,—1)} es una base de R2. Otra
base de R? muy usual es la que contiene a los versores candnicos: E =

{(1,0), (0, D}.

Observamos que las dos bases estéin compuestas por dos vectores linealmente
independientes. 3Serd ésta una caracteristica de cualquier base de R?2
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Puede demostrarse que:

Si B = {v4,v,,..,v,} €5 Una base de V, entonces todo conjunto con mds de n
vectores es linealmente dependiente.

De acuerdo con esta propiedad, podemos deducir una caracteristica comin a
toda base de un espacio vectorial:

Sean B = {vy,v;,..,m} Y B = {wy,w,,...,ws} dos bases del espacio vectorial V.

Como B es una base, todo conjunto de mds de n vectores es LD. Pero B’ es LI,
entonces: g < n. [1]

Como B’ es una base, todo conjunto de mds de g vectores es LD. Pero B es L,
enfonces: n < q. [2]

De [1] y [2] se deduce que q = n.
En consecuencia:

Si B ={vy,v,,..,v,} €Suna base de V, cualquier otra base de V tiene n vectores.
Esto permite definir el concepto de dimension.

La dimensién de un espacio vectorial V es la cantidad de vectores que componen
una base de V.

Si B ={vy,v,,...,v} €5suna base de V, la dimensién de V es ny lo indicamos como
dim(V) = n.

Si no existe una base de V formada por un conjunto finito de vectores, se dice que
V es un espacio de dimensién infinita. Un ejemplo es el espacio de todos los
polinomios (de cualquier grado).

Como el vector nulo es linealmente dependiente, el espacio {0,} no fiene base. A
este espacio compuesto Unicamente por el vector nulo, se le asigna dimensién
cero: dim({0,}) =0

Para determinar la dimension de un espacio vectorial, es suficiente hallar una base
de dicho espacio. Veamos qué dimensidn tienen los espacios vectoriales con los
cuales frabajaremos:

En R? conocemos la base candnica:
E, ={(1,0),(0,1)} = dim(R?) = 2
En R3 la base candnica es:
E; = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)} = dim(R3) = 3
Andlogamente en R*:

E4— = {(1:0;010)1 (011:050): (Ololllo)’ (0,0,0,1)} = dlm(R4) = 4
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De acuerdo con el nUmero de vectores que componen cada una de estas bases,
podemos afirmar que:

dim(R™) =n

Para determinar la dimension de los espacios de matrices, consideremos por
ejemplo V = R3*2, Cualquier matriz de 3 x 2 puede expresarse como sigue:

a b 1 0 01 0 0 0 0 0 0 0 0
c dl=al0 0])+b(0 0])+c|1 0]+d[O0 1|+el0O O]J+f|O0O O
e f 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

Observemos la similitud con R , sélo cambia el formato.

Encontramos seis matrices linealmente independientes que generan V = R3%2, Es
decir, encontramos una base (llamada base candnica) de este espacio y por lo
tanto: dim(R3*?) = 3x2 = 6.

Generdadlizando, podemos afirmar que:
dim(R™"™) = mxn

Busquemos la dimension de los espacios de polinomios. Consideremos por ejemplo
V = P, . Cualqguier polinomio de P, puede expresarse coOmo sigue:

p(x) = ap + ayx + a;x? = a1 + ayx + ax?

El conjunto {1, x, x?} genera P, y ademds es linealmente independiente. Hemos
obtenido una base (llamada candnica) de P,, y por lo tanto dim(P,) = 3.

Andlogamente:
{1,x,x2,x3} base canénica de P,
{1,x,x2,x3, ..., x™} base canénica de P,
Entonces:
dim(B)=n+1

Ejemplo 1
Existen diferentes bases para un mismo espacio vectorial. Consideremos en R? el
conjunto:

B ={(1,0),(1,1)}

Es facil ver que B es linealmente independiente (sdlo la combinacion lineal trivial
produce el vector nulo). Nos falta probar que genera R2.

(x,y) = a(1,0) + B(1,1)

{a+[)’=x

>a=x—y AN [=
B=y y ANB=y
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Para cualquier (x,y) en R? es posible encontrar los escalares a y 5. Probamos que
B genera R?.

Entonces B = {(1,0), (1,1)} es una base de R?.

Ejemplo 2
Hemos visto en ejemplos anteriores que el conjunto {(1,0,0), (0,1,0),(1,1,1)} genera
R3, y que son vectores LI. Por lo tanto es una base de R3.

Ejemplo 3
Veamos que el conjunto B = {1,1 + x, 1 + x2} es una base de P,.

Para esto debemos probar las dos condiciones.

Probemos que B es LI:

a+p+y=0
0+0x+0x2=al+pB(1+x)+y(1+x%)= { =0 > a=8=y=0
y=0

Coémo la Unica solucién es la trivial, entonces el conjunto es L.

Probemos que genera P,:

at+pty=a a=a-b-c
a+bx+cx?=al+pA+x)+y(1+x%)> B=hb = B=h
Yy=c y=c

El sistema es compatible. Entonces para cualquier polinomio en P, es posible hallar
los escalares a, B,y. Luego B genera P,.

Propiedades relacionadas con la
dimension

Si dim(V) = n, puede afirmarse que:

1) Todo conjunto de n vectores linealmente independientes en V es una base.

2) Todo conjunto de n vectores que genere V es una base.

3) Todo conjunto de mds de n vectores en el espacio vectorial V es linealmente
dependiente.

4) Todo conjunto linealmente independiente en V puede extenderse a una base.

Ejemplo 1
3Es el conjunto A = {(1,1,0),(2,-1,1),(0,1,0)} base de R32
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Cdédmo dim(R3) = 3 y A tiene tres vectores, entonces por la propiedad 1, es
suficiente probar que A es LI para asegurar que es una base de R3.

En R3, tres vectores vy, v,, v3 son LD si y sélo si estdn situados en el mismo plano que
pasa por el origen (vectores coplanares). Veamos si son coplanares haciendo el
producto mixto:

1 1 0
(1,1,0).(2,-1,1) x(0,1,0) =2 -1 1|=-1%#0
0 1 0

No son coplanares, por lo tanto son LI.
Luego A es base de R3.

Ejemplo 2
C={1+x+x%3—x,2+kx?}cP,

Determinar todos los k € R tales que € sea una base de P,.
dim(P,) = 3 = Todo conjunto de tres vectores L.I. en P, es base.

a(l+x+x*)+ BB —x) +y(2+kx?) = 0p,
Igualando coeficientes, resulta:

a+38+2y=0
a—F=0
a+ky=0

Como es un sistema homogéneo, siempre tiene solucién. 3Buscamos que tenga
solucién Unica, o infinitas?

Buscamos los valores de k para que la Unica solucién sea la trivial: a = g =y = 0.

En la unidad anterior habiamos visto que en los sistemas cuadrados homogéneos,
el determinante de la matriz de coeficientes permite decidir si son SCD o SCI.

1 3 2
En este caso, A = (1 -1 0) y det(4A) =2 —4k
1 0 k

Si k =% el sistema queda compatible indeterminado.

. 1 . . .
Para cualquier k # > el sistema es compatible determinado, por lo tanto

{1+x+x%3—x,2+kx?}esll,yentonces es base de P,.
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Ejemplo 3

Dado 4 = {v,,v,,v3,v4} € R® puede afirmarse que este conjunto es LD. Si hubiera
tres vectores LI, éstos formarian una base de R3y por lo tanto el vector restante
podria expresarse como combinacion lineal de ellos.

Ejemplo 4

El conjunto {u = (1,2,3),v = (1,1,0)} es LI en R3 pero no genera todo R3 sino que
genera un plano. Podemos extenderlo a una base agregando algun vector LI,
podria ser por ejemplo el producto vectorial entre estos dos. Obtenemos
{u,v,u x v} que es una base de R3.

Coordenadas de un vector
respecto de una bhase

Propiedad: Si B = {v,,v,, ..., v} €5 Una base del espacio vectorial V, todo vector
de V puede expresarse de forma Unica como combinacion lineal de los vectores
de B.

Demostracion:
Sea B = {v,,v,,..,v,} base de V.

Supongamos que un vector u € V puede expresarse mediante dos combinaciones
lineales distintas de los vectores de la base B:

U= +av, + -+ a,v, y u = Bv; + Bovy + -+ Buvn
Restando miembro a miembro, se obtiene:
Oy = (@1—P1) v1 + (a2—P2) vz + -+ (@ —Bn) ¥
Como las bases son conjuntos linealmente independientes, resulta:
a;—B;=0 (i=1,..,n)

Por lo tanto, los escalares de la combinaciéon lineal son Unicos para cada vector
de V.

Esta propiedad permite definir coordenadas de un vector respecto de una base.
Sea B = {v,,v,, ..., v,} base de V.

Para cada u € V, existen Unicos escalares a4, ay, ..., a, € R tales que:

u= alvl =F 0.’2172 + -+ anvn
Estos escalares se denominan coordenadas del vector u respecto de la base B.

Indicaremos las coordenadas mediante la siguiente notacion:
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Ejemplo 1
Sean,
B ={(1,0,0),(1,1,0), (2,2,1)} base de R3
u=(-143)
a) Hallar:

e [u]g , coordenadas del vector u en la base B
e [u]p, coordenadas del vector u en la base candnica
b) Sabiendo que:

Hallar v.
Resolucidon
itema

«(1,0,0) + 3(1,1,0) +y(2,2,1) = (—-1,4,3)

a+p+2y=-1 a= -5
{ p+2y=4 = {[3:—2
y=3 y=3

Estos escalares son las coordenadas de u es la base B:

En el caso de la base candnica, las coordenadas del vector coinciden con sus
componentes, ya que:

(x,v,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1)

Entonces:

itemb
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Dadas una base y las coordenadas de un vector en esa base, podemos hallar el
vector:

v =3(1,0,0) + 1(1,1,0) + 2(2,2,1) = (8,5,2)

Observacioén: Las bases son conjuntos ordenados. O seq, si reordenamos los
vectores de una base, obtenemos una base diferente. Asi:

B ={(1,0,0),(1,1,0),(2,2,1)} y B =1{(2,2,1),(1,0,0),(1,1,0)} son bases distintas de R3.

sPor qué son distintase Porque las coordenadas de un vector cambian si se
reordena la base. Por ejemplo para u = (—1,4,3) las coordenadas en cada base

son:
-5 3
[ulg = (—2) y [ulg, = (—5)
3 -2
Ejemplo 2

Dados los vectores de R?, y sus coordenadas en la base B:

u=(52), v=(71)

o). 1= ()

Hallar, si es posible, la base B.
Resolucion
Una base B de R? tiene dos vectores:

B = {vy,v,}

3
[ulg = (2) = 3v, +2v, =(5,2)

5
[v]g = (3) = 5v,+3v,=(7,1)

Entonces podemos resolverlo como un sistema de ecuaciones vectorial:

{31.71 + 2’[72 = (5,2) - {15171 + 10172 = (25,10)
5v; +3v, = (7,1) 15v, + 9v, = (21,3)

Restando las ecuaciones, se obtiene:

vy, = (4,7)
Sustituyendo y despejando, resulta: v, = (—1,—4).
Entonces
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Base y dimension de un
subespacio vectorial

Recordemos que un subespacio es un espacio vectorial en si mismo, por lo tanto
podemos hallar una base y su dimensidn.

Si S es un subespacio de V, entonces: dim(S) < dim(V).
Veamos cudles son las dimensiones de los distintos tipos de subespacios de R3:

* {(0,0,0)}

e Rectas que pasan por el origen,
e Planos que pasan por el origen y
e RS3

Sabemos que R3 tiene dimension 3.
S ={(0,0,0)} no tiene base y como habiamos dicho, se le asigna dimensién 0.
dim({0y}) =0
Consideremos un plano que pase por el origen, por ejemplo:
mx+3y—2z=0
x=-3y+2z
(xx,y,z)enm e (x,y,z) =(=3y+2z,y,z) = (-3y,y,0) + (22,0,z) = y(—3,1,0) + z(2,0,1)

Esto quiere decir que cualquier vector en ese plano se puede escribir como
combinacién lineal de (-3,1,0) y (2,0,1). Codmo son LI:

{(—3,1,0),(2,0,1)} es una base de S,
dim(S;) =2
Los planos que pasan por el origen son subespacios de dimension 2.
Ahora consideremos el subespacio:
S, ={(x,y,2) ER3}| x+y=0, x—y—z=0}

x+y=0 T
{ Y ! , 7'[1071'2:1“

x—y—z=0 m,

La interseccién de dos planos no paralelos es una recta. sComo podemos
encontrar una base de una recta?

y=-x

> x—(—x)—z=0> z=2x
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Sillamamos x =t , resulta:
(x,y,z) = (t,—t,2t) = t(1,-1,2)

Observamos que todos los vectores de la recta pueden expresarse como
combinacién lineal del vector director (1,—1,2), que ademds es LI Por lo tanto,
{(1,-1,2) } es una base de este subespacio.

Las rectas que pasan por el origen son subespacios de dimension 1.

En los ejemplos anteriores observamos cémo disminuye la dimensidon de un
subespacio a medida que agregamos ecuaciones, tal como se muestra en el
siguiente cuadro:

V=R3
NUmero minimo de . .,
. Dimension del . - .
ecuaciones que ) Objeto geométrico Ejemplo
. subespacio
definen S
0 3 R3
1 2 Planos por el origen z=0
. z=0
2 1 Rectas por el origen _
y=0
z=0
3 0 {(0,0,0)} y=
x=0
EPL 1

Indicarsi A4 ={(1,1,1),(1,3,2)} esunabasede W ={(x,y,z,) ER3>: x+y—2z=0 },
justificando la respuesta.

Ejemplo 1
Consideremos el siguiente subespacio de R4y busquemos base y dimension:

Ty = {(x1,%2,%3,%4) ER*| 1 + x4 =0 A x, — x4 = 0}

Teniendo en cuenta las ecuaciones que definen T, spodrian anticipar su
dimension?g

Observaciéon: Como x; no aparece en las ecuaciones que definen el subespacio,
un error frecuente es suponer x; =0 .

Si x3 no estd en las ecuaciones, significa que es una variable libre, o sea que
puede tomar cualquier valor real.

Entonces:
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{xl - X4
Ty: Vx; Vx
1 Xy = Xg 3, "4

Escribimos el vector genérico (representativo) del subespacio que debe quedar
expresado en funcidn de las variables libres x5 vy x4 :

(_x4' x4' x3' x4) = x3 (01011'0) + X4(_1,1,0,1)

Encontramos dos vectores L.I. que generan el subespacio. Entonces una base de
T, es:

Br, = {(0,0,1,0),(—1,1,0,1)} porlotanto dim(T;) =2

Ejemplo 2
Hallemos una base y la dimensidén del subespacio de matrices simétricas de 2x2:

T, = {A € R?*2| A = A%}

2Como es una matriz simétrica de 2x22 A = (Z lc’)

(b )=el 0)*o( o)<l D)

Las tres matrices halladas son L.I. y generan el subespacio de matrices simétricas,
por lo tfanto hemos enconfrado una base de dicho subespacio:

B= (3 9.0 0.0 ) = amar =3

EPL 2

Hallar una base y la dimensién del subespacio de matrices antisimétricas de 2x2 y
de 3x3.

Ejemplo 3
Hallar base y dimension de S = {p(x) € P,| ay — 2a, + 3a, = 0}

Resolucion
5COmo es un polinomio de P,?
p(x) = ag + a;x + a,x?
La dimensién de P2 es 3, pero estamos agregando la condicion a, — 2a, + 3a, = 0.

Podemos anticipar que la dimensidén del subespacio es 2, para comprobarlo
busquemos una base:

ay—2a,+3a,=0 = ag=2a,—3a,
p(x) = (2a; — 3ay) + a;x + a,x?

p(x)=a; 2+ x)+a, (-3 +x?)
p1(x) p2(x)
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Estos dos vectores generan S, y ademds vemos que son L.
Entonces encontframos una base del subespacio:
Bs ={2+x,-3+ x?%}

dim(S) = 2

Bases de subespacios definidos por
generadores

Hasta ahora hemos buscado bases de subespacios definidos por ecuaciones.
5Qué ocurre cuando el subespacio estd definido por sus generadores?

Veamos el siguiente ejemplo:
Hallar una base y la dimensién de S = gen{(1,1,2), (1,-1,0),(0,1,1)} c R3.

En este caso, por la definicion de S sabemos que {(1,1,2),(1,-1,0),(0,1,1)} esun
conjunto generador de S. Para determinar si es una base, tfendremos que analizar
la independencia lineal:

- Si son vectores LI, enfonces son base del subespacio.
- Sison LD, fendremos que exiraer una base eliminando los vectores “que sobren”.

En el caso especifico de 3 vectores en R3, podemos utilizar el determinante (que es
el producto mixto). Como en este caso el determinante da cero, los vectores son
coplanares y por lo tanto L.D. Tenemos que exiraer una base eliminando alguno
de los vectores, por ejemplo:

e {(1,1,2),(1,—-1,0)} es una base de S
e {(1,-1,0),(0,1,1)} es otra base de S.

Podemos afirmar que la dimensién de S es 2.

Una forma prdctica de extraer bases es armar una matriz con los vectores dados y
llevarla a la forma escalonada:

Una matriz es escalonada (por filas) si satisface las siguientes propiedades:
1. Las filas nulas (fodos sus elementos son ceros) se encuentran en la parte inferior.

2. En cada fila no nula, el primer elemento distinto de cero (pivote) estd a la
derecha del pivote de la fila anterior.

Una matriz cualquiera puede llevarse a la forma escalonada aplicando
operaciones elementales entre sus filas. Por ejemplo consideremos la matriz que
armamos con los generadores de S:
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1 1 2 1 1 2 1 1 2
1 -1 0 m 0 2 2 m 0 2 2
0 1 1/ 7277 \0o 1 1 S ON0 0 0

Se denomina rango de una matriz al numero de filas LI que tiene la matriz.
Veremos en la siguiente unidad la importancia de este concepto en el estudio de
sistemas de ecuaciones lineales.

Puede demostrarse que:

1. Si se realizan operaciones elementales entre las filas de una matriz, el rango se
conserva.

2. Las filas no nulas de una matriz escalonada son Ll.

Por lo tanto, para determinar el rango de una matriz se aplican operaciones
elementales para obtener una matriz escalonada y se cuentan las filas no nulas.

En el ejemplo, la matriz escalonada fiene rango 2, por lo tanto la matriz que
armamos con los generadores de S tiene rango 2. Esto significa que de los tres
generadores de S hay dos linealmente independientes. sCudl es entonces la
dimensién de S2 dim(S) = 2

Este método también permite obtener bases: las filas no nulas de la Ultima matriz
son ofra base de S, ya que fueron obtenidas como combinaciones lineales de los
vectores de S:

{(1,1,2),(0,2,2)} otra base de S

Ejemplo
Dado el conjunto:

A={1+x1-x%2+3x+kx*}cPp,
Hallar todos los valores de k par que A genere un subespacio de dimension 2
Para el k hallado encontrar las ecuaciones del subespacio generado por A.
Resolucion

Sabemos que dim(P,) = 3, entonces todo conjunto de 3 vectores LI en P, es base
de P,. Como se pide que la dimensidn del subespacio sea 2, delbemos hallar k de
modo que los vectores sean LD.

Los dos primeros vectores de A son LI, entonces se trata de analizar para qué
valores de k el tercer vector es combinacion lineal de los anteriores:

243x+kx?=a(l+x)+p(1—-x?)

2=a+p
3=a =a=3,=-1, k=1
k=-p
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Para k = 1, el polinomio 2 + 3x + kx? es combinacién linealde 1 + x y 1 — x2.
Entonces:
gen{l +x;1—x%2+3x+x2} =gen{l + x;1 — x?%}
{1+x;1—x%}esbasedeP,

Ahora busquemos la ecuacidn del subespacio. Tomamos un polinomio genérico,
p(x) = ay + a;x + ax? y lo escribimos como combinacién lineal de los vectores de
la base:

ag+ a;x + ax? =a(l+x)+ (1 —x?)

a+p =aq
—B=a, D2a=a; AN f=—a, D aqy=0a,—0a,
a=a1

Entonces ésa es la ecuacién que define al subespacio:
S=gen(A)={p€P, | ap—a, +a, =0}

Como verificacion, puede comprobarse que los dos vectores de la base verifican
la ecuaciéon obtenida.

Operaciones con subespacios
Interseccion

Sean Sy T subespacios del mismo espacio vectorial V. Definimos la interseccién
Ccomo sigue:

SNT={veV:veS AN veT} interseccionde subespacios
Propiedad: SnT essubespacio de V.
Demostracion:
1.0, €S A O, ET = 0, €SNT
2. Consideremos u,v € SNT
= UES ANueT ANveS NveT
UES ANveES = u+v €5 [1]
ueT AN veET = u+v €T [2]
De [1]1y[2] sededuceque u+ v € SNT
3. Dejamos a cargo del lector demostrar: ue SNT = (ku)eSnT

Ejemplo 1
Sean los subespacios de R3:
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S={(x,y,z)]x—3z=0}
T={(y2)|x+y—z=0}
HallarSnT.
Resolucién

Por definicion S N T es un conjunto que estard formado por los vectores que
pertenezcan a Sy a T. Es decir aquellos vectores que satisfagan las ecuaciones de
SylasdeT:

SNT={(x,y,2)|x—3z2=0 A x+y—z=0}

Se trata de una recta definida como interseccion de dos planos. Una base de la
recta es un vector director.

Geométricamente podemos buscar el vector director como el producto vectorial
de los vectores normales a los planos:

i j ok
v=n,Xn,=|1 0 =-3|=(3,-21)
1 1 -1

SNT={(x,y,z)=23,-21), 1eR}
Entonces {(3,—2,1)} esunabasede SNT.
Ofra forma de resolverlo es buscar la solucidn del sistema de ecuaciones:

{ x—3z=0 {y x =3z = (3z,—22,2)Vz € R

x+y—z=0=> =z—x=-2z
(x,y,2z) =2z(3,-2,1)
Y entonces ofra vezllegamos a que {(3,—2,1)} esunabasede SNT.

Ejemplo 2
Sean los subespacios de R?*2:

S={AER™?| A=4%)

r=gen{(; 2).G o))
HallarSnT.

Resolucion

La interseccién de subespacios estd formada por los vectores que verifican las
ecuaciones de dichos subespacios.

s Qué tiene que cumplir una matriz para pertenecer a S2
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s={(® Z)ER2X2| ¢ =b)

s Qué tiene que cumplir una matriz para pertenecer a T2
Tiene que poder escribirse como combinacion lineal de: (1 0 ) y (1 0)
2 -1 1 0

Hallemos las ecuaciones del subespacio T:
(¢ =< 2)+e( o)

(Ccl Z)=(20:x++ﬁﬂ —Oa>

a=a+f p=a+d

b=0 b=0 a+d=c+2d
c=2a+B8 = )B=c+2d = { b=0
d=—a a=-d

> r={(¢ Z)|b=0/\ a—c—d=0}

Ahora plantfeamos que las matrices de SN T deben cumplir con las ecuaciones de
SylasdeT:

snr={( Z)ERl b=cAb=0Aa-c—d=0]

O seaq:

Entonces las matrices de SN T son de la forma:
a 0\ _ 1 0
(0 a) =a (0 1)
Y una base de SNT es:

B ={(y 1))

Hay un método alternativo mds breve para hallar una base de SN T sin necesidad
de obtener las ecuaciones de T, como veremos a continuacion.

Escribamos una matriz de T como combinacion lineal de los vectores que la
generan:

a=a+p
(¢ der=( 9=aG 2)+eG o) =i Znip
d=—-«a
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Pero ademds deben cumplirse las ecuaciones de S que establecen que ¢ = b.
Entonces:

a=-a
20+B=0=> f=—2a = IC’:g
d=—-a

Por lo tanto, una matrizde SN T es:

(0" Z)==elo V= B ={(z 1)

Suma de subespacios

Dados S, T subespacios de V, se define la suma como sigue:

S+T={veV: v=v,+v,, con v, €S, v, ET} suma de subespacios
Propiedad: S+ T es un subespacio del espacio vectorial V.
Dejamos la demostracion a cargo del lector.

Si conocemos conjuntos generadores de Sy de T, podemos hallar generadores de
la suma:

S = gen{vl,vz, ...,vq} y T = genfw,,wy, .., w,.} = S+T = gen{vl,vz, e Vg, W1, W, ...,Wr}

Para hallar la suma es usual buscar las bases de Sy T. Como las bases son
conjuntos generadores LI, siconocemos una base de cada subespacio podremos
obtener un conjunto generador de la suma:

Dadas las bases By ={vy, vy, .., vy} Y Br={wy,wy, ..,w,}
Resulta: {v1, ... vy Wy, ..., w,} conjunto generador de la suma

Observacioén: Se obtiene asi un conjunto generador de la suma pero no siempre es
linealmente independiente.

e Siesll, encontramos una base de la suma.
e SieslLD, podemos extraer una base de la suma eliminando los vectores
“que sobran”.

Ejemplo 1
Dados los siguientes subespacios de V = R3:

S={(xy,2)|x—3z=0}
T={(xy2)|x+y—2z=0}
Nos interesa hallar S + T.

Busquemos una base de S. Para eso en la ecuacion despejamos una variable:
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x =3z
Ahora armamos un vector genérico:
(x,v,2) = (3z,y,z) = z(3,0,1) + y(0,1,0)
Bs = {(3,0,1),(0,1,0)}
Busguemos una base de T. Para esto en la ecuacién despejamos una variable:
z=x+y
Ahora armamos un vector genérico:
(x,y,2z) = (x,y,x +vy) =x(1,0,1) + y(0,1,1)
Entonces
Br ={(1,0,1),(0,1,1)}
S+ T = gen{(3,0,1), (0,1,0),(1,0,1), (0,1,1)}

Sabemos que todo conjunto de mds de 3 vectores en R3 es linealmente
dependiente, ya que la dimension de R? es 3. sComo podemos extraer una base
de la sumae¢

Podriamos armar una matriz con estos 4 vectores y llevarla a la forma escalonada.
O sino, como el espacio es R® podemos pensar geométricamente:

Bg ¢S
S+ T =gen<(3,0,1),(0,1,0),(1,0,1),(0,1,1)

Como (1,0,1) no verifica la ecuaciéon del plano S, los 3 primeros vectores no son
coplanares y por lo tanto forman una base de R3. Podemos eliminar (0,1,1) porque
es combinacién lineal de dicha base.

Por lo tanto: B = {(3,0,1),(0,1,0),(1,0,1)} es base de S+ T y es base de R3.

En este caso, como S+ T es un subespacio de R? de dimension 3, podemos
afirmar que:

S+T=R3
Generalizando:

S subespaciode V y dim(S) =dim(V) = S=V

Ejemplo 2
Dados los siguientes subespacios de V = R*:
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S;={xeRYx;+x,=x, +x, =0}
S, ={x € R*| x; — x4 = x5 +x, =0}
Hallar base y dimension de S; + S, .
Resolucion
(1, %2, %3, %4) = (=5, X3, X3, —X3) = %,(—1,1,0,—1) + x5(0,0,1,0)
Bg = {(1,-1,0,1),(0,0,1,0)}
(21,22, %3,%4) = (%4, Xg, —X4,%4) = %4(1,0,—1,1) + x,(0,1,0,0)
Bg, = {(1,0,—1,1),(0,1,0,0)}
S, + S, = gen{(1,-1,0,1), (0,0,1,0), (1,0, —1,1), (0,1,0,0)}

Como hemos visto, un método para analizar si son Ll o LD, consiste en armar una
maftriz con los vectores como filas y llevarla a su forma escalonada. Por
conveniencia colocaremos los vectores en el siguiente orden:

1 -1 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0 1
1 0 -1 1 0 1 -1 0 0 1 -1 0
—— —

O 1 O 0 F,—>F,—F; 0 1 0 0 F3->F;—F, 0 0 1 0
0 O 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0

1 -1 0 1
0 1 -1 0
_—
Fy—Fy,—F3 0 0 1 0
0 O 0 O

La matriz escalonada tiene 3 filas LI (su rango es 3), entonces podemos afirmar que
la dimension de S+ T es 3.

Como se anulé la Ultima fila, el vector (0,0,1,0) es combinacién lineal de los otros
fres, por lo tanto una base de S+ T es: Bs.r = {(1,—1,0,1),(0,1,0,0), (1,0,—1,1)}.

Recordemos que las filas de la matriz escalonada componen otra base de la
suma:

B’S+T = {(11 _11011)1 (Olll _1'0): (0;0:1:0)}

Suma directa

La suma de dos subespacios es directa si y solo si la inferseccion de los subespacios
es el vector nulo.

S+ Tesdirecta © SNT ={0,}

Cuando la suma es directa se escribe:

ST
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Ejemplos enV = R3
A continuacion consideraremos diferentes casos de suma de subespacios en R3.
Dos rectas

Un caso posible de suma de dos subespacios en R3 es el de dos rectas que se
cortan:

Los dos vectores LI de las rectas generan un plano: aquél que contiene a ambas
rectas. La suma es directa porque la interseccién entre las rectas es el vector nulo.

S1nS; ={(0,00)} y S +S; = gen{vy,v,}
S1 @D S, =S dondeS es el plano que contiene a las dos rectas

Dos planos que se cortan
Oftro caso posible de suma de dos subespacios en R? es el de dos planos que se
cortan en una recta:
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S1

S1nS; #{0y} ¥y S1+ S, = gen{vy,v,,v3,v4] = gen{ vy, v,,v3}

La suma de los subespacios es R3 pero no es suma directa porque la interseccion
no es el vector nulo:

51+SZ=IR3

Un plano y una recta incluida en el plano
Oftro caso posible de suma de dos subespacios en R3 es el de un plano y una recta
incluida en el plano.

S1+S5S,=85 pues S,cS;

Se obtiene el mismo plano, y la suma no es directa porque la interseccién no es
igual al vector nulo.
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Un plano y una recta no incluida en el plano
Ofro caso posible de suma de dos subespacios en R2 es el de un plano y una recta
no incluida en el plano.

Sz

N

$1NS,={(0,00)} y S +S5,= gen{vl, 172,173} =R3

Se genera R3 porque el vector director de la recta no es coplanar con los vectores
del plano, y ademdas es directa porque la interseccién es el vector nulo:

SI@SZ=R3

Observacion: En el Ultimo caso, la unidn de las bases de los dos subespacios forma
una base de todo el espacio. En este caso, cada vector de R3 puede expresarse
de forma Unica como suma de un vector de S; y ofro de S,.

EPL 3
Dados  §; = gen{(1,2)1),(0,2,0)} vy S; ={(x,y,2): x+y=y—kz=0},

a) Hallar los valores de k para los cuales S S, = R® ;

b) Para k =0, comprobar que v = (3,2,1) puede expresarse de forma Unica como
suma de un vectorv; € §; y otrode v, € S,.

EPL 4
Sean los subespacios de R*:

S =gen{(1,1,1,1),(0,1,0,1)} v T={(x,y,zt): x—z=0 , x—z+t=0}
3Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta? Justificar.
1.S®T =R*

2. S+T=R*
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3.85+T=W ydim(W)=3

4, SO®T =W y dim(W) =3

Teorema de la dimension de la suma

SiS; ¥ S, son subespacios de un espacio vectorial V (de dimensién finita), entonces:

En el caso particular de que la suma sea directa, como §; NS, = {0y}, resulta:

Ejemplo
Dados los subespacios de P,:

S ={p € P, | p(0) =0}

S; ={p €P,| p(1) = 0}
Hallar bases de ambos subespacios y de la interseccion
Resolucion
Hallemos una base de S;:

p(0) =ay+a;0+a,02=0=>a,=0
Entonces son los polinomios de la forma:
a;x + ax?
Luego una base de §; es:
Bs, = {x,x*} = dim($;) = 2
Hallemos una base de S,:
p(D=ay+a;1+a,1>?=0=>ay+a,+a, =0
Entonces son los polinomios de la forma:
(—a; —ay) +ayx + a,x? = a; (=1 +x) + a,(—1 + x?)
Bs, ={-1+x, —1+x?} = dim(S,) =2

Para buscar §; N S, debemos plantear que se cumplan las ecuaciones de S; y
también las de S,:

a0=0/\ a0+a1+a2=0=> a0=0 A a, = —a,
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Los polinomios serdn de la forma:
ax —ayx? = a, (x? — x)
Luego:
Bs.ns, = {x? —x} = dim(§;nS,) =1

Notese que como conocemos las dimensiones de S;, S, v S; N'S,, podemos
calcular la dimensidon de S; + S,:

dim(S; +S,)=2+2-1=3
Pero el Unico subespacio de P, con dimension 3 es P,. Luego: S, + S, = P,.

EPL S
Dados los subespacios de R?*2:

Wy:{A € R?*2 | A = A%}
W,:{A € R?*2| A =—At}

a) Hallar bases de W, y W,
b) Obtener w; n Ww,.
c) Sin hallar W, + W, analizar la validez de la siguiente afirmacion:

Wy @ W, = R¥?

d) Proponer una base de R?*? formada por matrices simétricas y
antisimétricas, y expresar la matriz

G 4

como suma de una matriz simétrica mds una antisimétrica.

Producto interno

En la primera unidad vimos producto escalar entre vectores y sus aplicaciones a la
Geometria. En esta seccidn nos proponemos generalizar esta operacién a otros
espacios vectoriales definiendo la nocién general de producto interno a partir de
las propiedades del producto escalar.

Definicion: Un producto interno en un espacio vectorial real V es una operacion
que asigna a cada par de vectoresuy v de V un nUmero real u.v tal que se
verifican las siguientes propiedades (para todo vector u,v,w de V y todo escalar

22 u-(w+w)=w-v)+ (u-w)

3. au-v=a(u-v)
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4 u-u=z20 y uu=0 © u=0,

Es posible definir asi distintos productos internos en cualquier espacio vectorial
(mientras se verifiquen estas propiedades). En nuestra materia, sélo trabajaremos
con el producto interno candnico en R, que es la extensidén del producto escalar:

(261, X9, iy Xn)- (V1) Y2 s V) = X1V1 + X3Y5 + - XV producto interno canénico en R™
Esta definicion nos permite extender el concepto de ortogonalidad a R™:

ulv © wuv=0 condicidon de ortogonalidad

Ejemplo
Realicemos el producto interno de los vectores de R*:

u=(1234) v=(101-1)
wv=11420+31+4.(-1)=0

Como u.v = 0 enfonces u y v son ortogonales.

Complemento ortogonal de un
subespacio

Sea S subespacio de V (espacio vectorial con producto interno).

El complemento ortogonal de S, que denotamos como St , es el conjunto de
vectores de VV que son orfogonales a cada uno de los vectores de S:

St={vevV: v-w=0 VYweS} complementoortogonalde S
Propiedad: St es un subespacio de V.
1.0, pertenece a St pues 0,.w = 0 paratodowdesS
2. Sean u,veESt=2uw =0Av.w =0 VWES= (u+v).w = uw + v.w = 0
Porlo tanto u + v estd en S+
3. SiuesSt=kuesSt. sPorqué?

Ejemplo 1
Sea S ={(x,y,z) € R®| 2x + 3y — z = 0}. Hallar S+.

Resolucion

Tenemos que buscar los vectores de R3 que sean perpendiculares a todos los
vectores de ese plano.

Primero buscamos una base de S, por ejemplo:
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Bs ={(—-1,1,1),(0,1,3)}

Para hallar el complemento ortogonal, buscamos todos los vectores (x, y, z) que
sean ortogonales a (-1,,1,1) y a (0,1,3).

Se obtiene asi un sistema de ecuaciones que define el complemento ortogonail:

{(x:%z)-(—l,l,l):() {—x+y+Z=0 > —x—3z4+2z=0
(%,y,2).(0,1,3) =0 y+3z=0

{x =2z Ecuaciones de S+

y=-3z
2Cudl es una base del subespacio §+42
BSJ- = {(_25_351)}

La base es un vector perpendicular al plano S. Por lo tanto, el complemento
ortogonal de un plano que pasa por el origen es la recta perpendicular que pasa

por el origen.

SJ_

Si S es una recta que pasa por el origen: gcudl es su complemento ortogonal?

EPL 6
Para justificar el procedimiento que utilizamos para encontrar las ecuaciones de

S+, les pedimos que demuestren la siguiente propiedad:

Sean u,v,w vectores de R".

Si w es ortogonal au y a v, entfonces es ortogonal a cualquier combinacién lineal

deuyw.
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Ejemplo 2
Dado siguiente subespacio de R*:
S ={(x1,%3,%3,%) ER* | x; +x, —3x3=0 A x, — x4 = 0}
Halle base y dimensidon del complemento ortogonal.
Resolucion
Tenemos que buscar los vectores de R* que son ortogonales a los vectores de S.
Hallemos una base de S:
(x5 +3x3 , x5, x3, x3) =x,(—1,1,0,1) + x5(3,0,1,0)
= Bs = {(-1,1,0,1),(3,0,1,0)}
Ahora buscamos los (x4, X, x3, x4) tales que:

{ (xlllex3ix4-)(310;1’0) = 0 = { 3x1 + X3 = 0
(xl'x2'x3lx4)(_11110i1) = O —Xq + Xy + Xg4 = 0

Hallamos las ecuaciones que definen a S+*:
St ={(x1,xp,x3,%,) ER* | 3x;+x3=0A —x; +x, +x, =0 }
Busquemos una base de S+:
(1, x5, —3%x1, x1—x )=2x,(1,0,—3,1) + x,(0,1,0,—1)

= Bg ={(1,0,-3,1),(0,1,0,-1)} = dim(S%) =2

Propiedades del complemento
ortogonal

Sea V un espacio vectorial de dimensién finita, con producto interno, y sea S un
subespacio de V. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

(SHr =5

vi={0y} vy {0y}t=V
snst={0,}

S+st=v

Howbd -

Esta Ultima propiedad significa que cualquier vector de V puede expresarse como
suma de un vector de S mds otro de S+t.

llustramos con un ejemplo geométrico de R3:
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SJ_

De las propiedades 3 y 4 se deduce:
SOSst=v
Y por lo fanto:
dim(S) + dim($') = dim(V)

La unién de una base de S con una base de S+ es base de V. Esto se aplica para
extender una base de S a una base de ¥V, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo
SeO S = {(xl,xz,X3,X4) € R4 FXq +X4 =0 ,y X1 — X + 3X4_ = 0}.

Hallar una base de S y extenderla a una base de R*.
Resolucion
Buscamos una base de S, por ejemplo:

Bs ={(1,-2,0,—1),(0,0,1,0)}
Como dim(S) = 2, podemos anficipar que: dim(St)=4-2=2
A partir de la base de S, obtenemos las ecuaciones de S+:

Sl:{xl_zxz_x4=0

Y hallamos una base de St , por ejemplo:

Bg1 ={(2,1,0,0),((0,1,0,—2)}
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Entonces uniendo las bases de S y S resulta:
B ={(1,-2,0,-1),(0,0,1,0),(2,1,00),((0,1,0,—2) } base de R*

EPL 7
Dados los siguientes subespacios de R*:

S={0e1,%x2,%3,%4)* x,=0, x,+2x3=0} vy W =gen{(1,0,0,0),(23,k,0)}

Hallar los valores de k para los cuales W = S+
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