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Rango y sistemas de ecuaciones

lineales
Espacio fila y espacio columna de una
matriz

Consideremos la matriz

Cada fila de A es un vector de R*:
F,=(1,1,0,1)
F,=(0, 0,1,-1)
F;=(1,1,-1,2)

Y cada columna es un vector de R? (R3*1):
1 1
A =(0), 4,=(0|, 4,=( 1], 4,=("1
1 1 2 1 3 4

Se denomina espacio fila al subespacio generado por las filas:
Fil(A) = gen{F,,F,,F;} € R*
Se denomina espacio columna al subespacio generado por las columnas:
Col(A) = gen{A,,A,, A3, A} S R3

En general, dada una matriz A € R™" de m filas con n columnas, los espacios fila y
columna son:

Fil(A) = gen{Fy,F,, ...,E,} S R"

Col(A) = gen{Ay,As, ..., A,} € R™

Rango de una matriz

Fil(A) y Col(A) son en general subespacios de diferentes espacios vectoriales. Pero
se puede demostrar que en cualquier matriz la dimension del espacio fila coincide
con la dimensién del espacio columna, y a ese numero se lo llama rango de la
matriz A.

dim(Fil(A)) = dim(Col(A)) =rg(4)

El rango es el nimero de filas (o columnas) LI que tiene la matriz A.
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Propiedad
Como consecuencia de esta definicidn puede afirmarse que

rg(A) = rg(A)

Método para hallar el rango de una matriz
Recordemos que:

1. Si se realizan operaciones elementales entre las filas de una matriz, el rango se
conserva.

2. Las filas no nulas de una matriz escalonada son LI.

Por lo tanto, para determinar el rango de una matriz se aplican operaciones
elementales para obtener una matriz escalonada y se cuentan las filas no nulas.

Ejemplo 1
Una matriz escalonada por filas es:

1 01 0
M=|0 0 0 3
0 0 0O

Para determinar el rango contamos el nUmero de filas no nulas (nUmero de
pivotes):

rg(M) =2

Ejemplo 2
Consideremos la matriz:

1 2 3
N={0 3 1
0 0 4

Como es escalonada por filas, contamos la cantfidad de filas no nulas para hallar
el rango:

rg(N) =3

Se puede confundir una matriz escalonada con una matriz triangular, como
veremos en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3
Consideremos la matriz:

1 2 3
A=10 0 1
0 0 2

Observamos que A es friangular (los elementos debajo de la diagonal principal son
ceros) pero no estd escalonada.
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Mediante la operacién elemental F; - F; — 2F, , obtenemos una matriz

escalonada equivalente:
1 2 3
B=({0 0 1
0 0 O

De donde se deduce que rg(A) = rg(B) = 2

Ejemplo 4
Retomemos la matriz:

1 1 O 1 1 1 O 1 1 1 0 1
(0 0 1 —1) —><O 0 1 —1>—><0 0 1 —1)
F3—F3—Fy F3-F+F, 0 0

0 0 -1 1
rg(4) =2

Entonces una base del espacio fila es:

BFil(A) = {Fp Fz}

Como la dimension del espacio columna es la misma que la dimension del
espacio fila, sabemos que A tiene dos columnas LI. Por lo tanto una base de Col(4)
es:

Beoiay = {A1, A3}

Compatibilidad y rango

Consideremos el siguiente sistema:

X3 — X4 =2

{ x1+x2+X4=3
x1+x2_x3+2x4=0

Es un sistema de ecuaciones lineales de 3 ecuaciones con 4 incodgnitas (3 x 4) cuya
matriz de coeficientes es la A del ejemplo anterior.

El sistema puede expresarse en forma matricial como: AX =B

11 0 1 3
con A=|0 0 1 -1 y B=|2
11 -1 2 0

Este sistema, gtendrd solucione 3Cudntas soluciones tendrd?

Veamos como escribir el sistema en funcidn de las columnas de la matriz A:
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1 1 0 1 3
X110 ftxl0)tx3| 1 Jtx4{—-1]=12
1 1 -1 2 0
Queda una combinacién lineal de las columnas de A igualada al vector de los
términos independientes:

X1A1+XZA2+X3A3+X4A4=B

sCudndo tiene solucién el sistema? Cuando podemos encontrar valores para
X1, X3, X3, X4 Que satisfagan la igualdad. Estos valores pueden ser Unicos o no.

En ofras palabras:

El sistema AX = B es compatible siy sélo si B es combinacién lineal de las
columnas de A.

Decir que B es combinacidn lineal de las columnas de A4 significa que B estd en el
subespacio generado por las columnas de A. O sea:

Elsistema AX = B es compatible < B € Col(A)

Consideremos la matriz ampliada del sistema, que se obtiene agregando la
columna de los términos independientes:

A, = (Al AZ A3 A4 B)
2Qué valores puede tomar rg(4')?
El rango de A’ dependerd de si B es combinacion lineal o no de las columnas de A:

e rg(A)=rg(A) =2 < BeCol(4)
o rg(A)=rg(A)+1=3 < B ¢ Col(A)

Estamos en condiciones de enunciar un teorema cenfral sobre la compatibilidad
de sistemas de ecuaciones lineales.

Un sistema de ecuaciones lineales AX = B es compatible siy sélo si el rango de la
matriz ampliada es igual al rango de A.

Elsistema AX = B es compatible < rg(A4) =rg(4’)
Ejemplo 1

Retomemos el sistema de ecuaciones anterior para analizar su compatibilidad:

X3 — X4 = 2
X1+X2—X3+2X4=0

1 1 0 1 3 1 1 0 1 3 1 1 0 1 3
o o0 1 -1 2)]——0 0 1 -1 2 |—/——(0 0 1 -1 2
F3—>F;—F; F3—>F3+F,

11 -1 2 0 00 -1 1 -3 0 00 0 -1

{ x1+x2+X4=3

rg(A) =2 y rg(A") =3 = Elsistema es incompatible
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Ejemplo 2
Si cambiamos el término independiente de la tercera ecuacion como sigue:

X3_X4=2

{ x1+x2+X4=3
x1+x2—X3+ZX4=1

El sistema resulta compatible porque:

11 0 1 3 11 0 1 3 11 0 1 3
o0 1 -1 2)]~10 0 1 -1 2 ])~(0 0 1 -1 2
11 -1 2 1 00 -1 1 =2 000 0 O

rg(A) = rg(A") = 2 = El sistema es compatible

De acuerdo con la matriz escalonada el sistema se expresa coOmo sigue:

{x1+x2+x4=3 N { X3=2+X4
x3_x4_:2 x1=3—x4—x2

VXZ,X4 ER
X5, %4 SON las variables libres.
El conjunto solucion es:

S ={(x1,x3,%3,%4) = (3= X4 — X2,%X2,2 + X4,X%,) , CON Xp,%4 € R}

Observacion sobre la notacion: Si expresamos el sistema de ecuaciones como
AX =B con A € R™™ , el conjunto solucion estd incluido en R™*! y deberiamos
escribirlo en forma de columna. En este caso deberiamos escribir:

( \
| X1 3—- Xg4 — Xy |
S=4 X2 | = X2 con xz,x4€]IR$
l\x3 \ 24 x, / |
X3 X4 J
Pero por motivos de simplicidad en la escritura muchas veces utilizaremos la
notacion de filas en lugar de la de columnas.

Espacio solucion de un sistema
homogéneo

Consideremos un sistema homogéneo AX = 0, con A € R™™,
Sea S, ={X € R : AX = 0}, el conjunto solucién del sistema.
1) X = 0 pertenece a S, (solucidn frivial del sistemail).

2) Sean X; y X, soluciones del sistema.

A(X; + X,) = AX; + AX, =0 = X, + X, también es solucién

3) Sea X una solucién, y k un numero real.
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A(kX) = k(AX) =k0=0 = kX también es solucion
Por lo tanto:

El conjunto solucion de un sistema homogéneo AX = 0 (con A € R™") es un
subespacio de R™1,

Si el sistema (homogéneo) es compatible determinado, la Unica solucién es la
trivial. En ese caso, dim(S,) = 0

sDe qué dependerd la dimensién de S, para una matriz A dada?

EPL 1
Dado el sistema homogéneo cuya matriz de coeficientes es

1 1 1 0
A=(1 0 -1 1
0 3 6 k
a) Determinar la dimensién del espacio solucidn y el rango de A de acuerdo con
los valores de k.
b) Para k = 0 hallar una base del espacio solucion.

Sea S, el espacio solucion del sistema homogéneo AX = 0, con A € R™", Puede
demostrarse que:

dim(S,) = n-rg(4)

Les pedimos que comprueben esta propiedad en el ejercicio resuelto
previamente.

Nota: El conjunto solucidn de un sistema homogéneo AX = 0 se denomina espacio
nulo de la matriz A.

Relacion entre las soluciones de
AX=BYyAX =0

Consideremos los siguientes sistemas de ecuaciones:

Sistema de ecuaciones: Sistema homogéneo asociado:
{2x—y+z=4 2x—y+z=0
-x+2y—z=3 {—x+2y—z=0

Resolvemos primero el sistema de ecuaciones original:
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{2x—y+z=4 - {—6+4y—22—y+z:4:" {Z=—10+3y
—x+2y—z=3 x=2y—z—-3 x=-y+7

Luego el conjunto solucion es:
x,y,2)=(=y+7, y,-10+3y) =y(—-1,1,3) + (7,0,—10)
S={(x,y,2) ER3| (x,y,2z) = 1(—1,1,3) + (7,0,—10)}
Geométricamente, el conjunto solucidn es una recta que no pasa por el origen.
Resolvamos ahora el sistema homogéneo asociado:

{2x—y+z=0 N {4y—22—y+z=0: {Z=3y
—x+2y—z=0 x=2y—z x=-y

Luego el conjunto solucion es:
(x,y,2) = (=y,y,3y) =y(=1,1,3)
Sp ={(x,y,2)| (x,,2) = A(-1,1,3)}
Se tfrata de una recta paralela a la anterior, que pasa por el origen.

Notemos que tal como establecimos previamente, el conjunto solucién de un
sistema homogéneo es un subespacio.

2Qué relacion existe entre los conjuntos solucion del sistema original y de su
homogéneo asociado?

En la siguiente grdfica se muestran las soluciones de los sistemas. En naranja la
recta solucién del sistema no homogéneo, y en violeta la recta solucion del
sistema homogéneo:
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Son dos rectas paralelas: la recta que es solucién del sistema homogéneo pasa
por el origen y la recta que es solucién del sistema no homogéneo no pasa por el
origen.

Observamos que:

S ={(x,y,z) =1(-1,1,3) + (7,0,—10)}

Sh Xp

= S=Sh+Xp

A continuacién veremos un conjunto de propiedades que permiten generalizar

este resultado para un sistema de ecuaciones lineales AX = B con A € R™", B €
Rmxl:

Propiedad 1

La diferencia de dos soluciones particulares es solucién del sistema homogéneo
asociado.

Si X; y X, son dos soluciones particulares del sistema AX = B, enfonces se cumple
que:

AX, =B
AX, =B
Restando miembro a miembro:
AX, —AX, =0

=1 A(Xl _Xz) = 0
Porlo tanto X; — X, es solucidn de AX = 0

Propiedad 2

La suma de una solucién particular de AX = B y una solucién del homogéneo
asociado, es solucién de AX = B.

Sean:

e X, una solucion particular de AX = B
e X, una solucion del sistema homogéneo asociado.

Queremos probar que (X, + X;) es solucién de AX = B

A(X, +Xy)=AX, +AX,=B+0=B
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Propiedad 3

En la propiedad anterior habiamos probado que (Xp +Xh) es solucion de AX = B.
Reciprocamente:

Cualquier solucién del sistema AX = B puede expresarse como X,, + X, siendo X,
una solucién particular del sistema y X;, una solucion del homogéneo asociado.

Sea X una solucion del sistema AX = B, entonces:
X=(X-X,)+X,
Por propiedad 1, (X — Xp) es solucidon del homogéneo asociado, por lo tanto:
X=X,+X,
A partir de las propiedades 2 y 3 se deduce que:

El conjunto solucidn de un sistema AX = B puede expresarse como suma de una
solucién particular y la solucién del sistema homogéneo asociado.

S=Xp+Sh={Xp+Xh : XhESh}

Ejemplo 1
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales no homogéneo:
xX+y—z=2
-y+z=1
2x+y—z=5
Resolviendo resulta:
z=1+y
=
{ x =3

El conjunto solucidn es:
(x,v,2)=( 3,y, 1+y)=(3,0,1) +y(0,1,1)
S={(x,y,z) ER? | (x,y,2) = 1(0,1,1) + (3,0,1)}

Segun la propiedad vista anteriormente S, = {1(0,1,1)} es solucion del sistema
homogéneo asociado y X,, = (3,0,1) es una solucion particular del sistema no
homogéneo.
Ejemplo 2
Retomemos el sistema de ecuaciones que trabajamos en un ejemplo anterior:
x1 + xZ + X4 = 3
X3 — X4 =2

X1+X2—X3+2X4=1

Habiamos llegado al siguiente conjunto solucion:
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S ={(x1,%x2,%x3,x4) = (3— x4 —Xp,%3,2 + X4,X,) , CON Xy, %, € R}
Observemos que el conjunto solucion puede expresarse de la siguiente forma:
(%1, %5, X3, %4) = x,(—1,1,0,0) + x,(—1,0,1,1) + (3,0,2,0)

Dejamos a cargo del lector comprobar que:

e (3,0,2,0) es solucion del sistema
e (—1,1,0,0) y (—1,0,1,1) son soluciones del sistema homogéneo asociado
AX =0

(‘xl' X2, X3, x4) = xz(_lﬁlﬁoﬁo) + x4(_1IOI111) + (3101210)
Sh Xp

S=Sh+Xp

Numero de variables libres de
un sistema

Recordemos que:
El sistema AX = B es compatible & b € Col(A) & rg(A) =rg(4’)

Supongamos que B € Col(A), es decir que el sistema es compatible, 3Cudntas
soluciones tiene?

Searg(A)=rg(A) =r
Sin es el nUmero de incognitas, puede demostrarse que:

e Sir =n, elsistema tiene solucién Unica (SCD)
e Sir < n, el sistema admite infinitas soluciones (SCI), con n — r variables libres

Observacioén: El nUmero de variables libres es igual a la dimensién del espacio
solucion del sistemna homogéneo asociado.

Ejemplo
Analizar cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones, e indicar el nUmero
de variables libres.

x+y+z=0
Q) x—y=1

z=3
x+y+z=0
b) x—y=1
2x+z=1
X1 +xX, +x3+x,=1
c) Xy — X4 =0
X1 +x3+2x,=1

Resolucidon
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item a

x—y=1

{x+y+z=0
z=3

Realicemos el andlisis a partir del rango de Ay de A’:

1 1 10 1 1 1 0
1 -1 0 1 — 0 -2 -1 1
0 0 3 3/ \0 o0 3 3

Como rg(A) =rg(A") =n = 3 entonces el sistema es SCD. No hay variables libres.

ftem b
x+y+z=0
{x—yzl
2x+z=1

Escalonamos A’ para hallar rg(A) y rg(4’):
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
(1 —101m>0—2 —11m0—2 -1 1
2 0 1 1VEsr—2\0 —2 -1 1/°7°72\0 0 0 0
Al escalonar A’ se elimina una de las filas. Luego:
rg(A)=rg(A)=2 y mn=3=> SCIconunavariable libre

Le proponemos al lector: hallar el conjunto solucidon, comprobar que el sistema es
un SCI con una variable libre, e indicar una base de §,.

ltem c

X — X4 =0

{x1+x2+x3+x4=1
X1 +tx3+2x,=1

Escalonamos A’ para hallar rg(A) y rg(4’):
1 11 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1
(0 1 0 -1 0 m o 1 0 -1 0 m 01 0 -1 0
101 2 1/72377\0 -1 0 1 0/°7°2\0 00 0 0

rg(A) =rg(A") =2y n=4 = SCI condos variables libres.

Le proponemos al lector: hallar el conjunto solucion, comprobar que el sistema es
un SCI con dos variables libres, e indicar una base de §;,.

EPL 2
Dado el siguiente sistema de ecuaciones:
X1+ 2x3+x4,=5

x1+x2+3X3—X4=1
x2+x3+hx4=k
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1) Analizar el rango de A (matriz de coeficientes) de acuerdo con el valor de h.
Indicar en cada caso cudl es la dimensién del sistema homogéneo asociado.
2) Para h = —2 obtener los valores de k para los cuales el sistema es compatible.
Resolver el sistema y expresar § = X, + Sp,.

Obtener una base de §,,.

Sea el sistema de ecuaciones AX = B, con A € R™" , X € R™! , B € R™*!, cuya
matriz ampliada es:

A, - (A1 A2 A3 ATI B)
El siguiente esquema resume el andlisis de compatibilidad que realizamos

previaomente:

rg(4) # rg(4") SI

r=n SCD

rg(A) =rg(d') =r

r<n SClcon n—r
variables libres

En el caso particular de un sistema homogéneo AX = 0:

r=n SCD solucion trivial

rg(A) =rg(d)=r

r<n SCI la solucion es un
subespacio de dimn —r
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