ALGEBRA Y
GEOMETRIA
ANALITICA

TRANSFORMACIONES
LINEALES

UNIDAD

@ UTN.BA Isabel Pustilnik

Federico Gomez



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 5

INDICE

Definicion y propiedades de las fransformaciones lineales.................ccveeveereenneennnenn. 2
¢Qué son las transformaciones lineales? .............coveeeeeceeceereeceeeeereecee e ee e e eaeens 2
Propiedades de una transformacioén lineal

PrORIEAAA T ..ot ettt e e e et e et eereeeteeeeaeeeenseseseeenseeensneens 2
PrOPRIEAAA 2.ttt ettt ettt e et e et e e te e bt e e ta e beeeteeeaeeeateesseeasesanesaneeans 2
PrORIEAAA 3 ...t e e ettt e e ae e et eeeteeeeteeeereeeteeenteeenaneeans 2

NUcleo, imagen y teorema de las dimensiones .............ccvevveeeeereereeereeneeceereesseeeessensens 6

NUcleo de una transformacién lineal
Imagen de una transformacion lineal
Teorema de las dimenSioNEs .........ccccueeiierveeieriieeeeeceeeeeceeee e eeeee e seeeas
Los transformados de una base generan la imagen

EJEMPIO T ettt et e vt e et e et e e e be e et e e ebee e tbeeabeeebeeeabaeearea s

[ 7] o1{=Ye [ [« [N RO U UU PR UPUPPPRRRRRRY
Teorema fundamental de las transformaciones lineales

Eiemplos iNrodUCTONOS..........uuiiiiiiieeeeecteeecteeeceee e ree e s ee e e ne e e s s aaeeeas
Construccion de la matriz asociada A UNA TL .......eeeeeeeieeieciecieeteeceeceeeeeeeeesanenns
PrORIEAAA ..ttt et e et e et e e e be e ebee e tbeetbeeeabeeebaeearee s
El rango es igual a la dimension de 1a imagen ...........evveeeeeeceeeeeeeceereeneeeeereennens
Composicion e inversa de transformaciones lineales
Composicion de transformaciones liN@AIEs ............coueeveeeeerieereeceenienreeerveesseessnenns
Matriz asociada a la composicidon de transformaciones lineales........................ 4]
Inversa de una transformacion IN@AI .............cueeeevvereeereceeeeerecreeeeneeeeereesseeseensensees
Matriz de 1o fransformMAaCiON INVEISQ ......ceeevecvieeieeeeeeeeeeeeeeeeeee et
Matriz de cambio de DASE ...ttt rsneeee e e e e s s s s saanneaes
Cémo afecta un cambio de base a la matriz asociada a una TL
Caso particuldr de R7L @ RI.......uueeeeieiiiiciiireeeeeeteecessiseeeeeesesssssssssesssesssssssssssssssessssnns




AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 5

Definicion y propiedades de las
transformaciones lineales
¢ Qué son las transformaciones lineales?

En primer lugar, una transformacién lineal es una funcion. Por ser funcion, tiene su
dominio y su codominio, con la particularidad de que éstos son espacios
vectoriales. Tenemos dos espacios vectoriales V' y W, y una funcidén que vade V a
W. O sea una regla de asignacién que transforma vectores de V en vectores de W.
Pero no toda funcién que transforme vectores de V en vectores de W es una
transformacion lineal. Debe cumplir ciertas condiciones:

F:V > W es una transformacion lineal si y sélo si:

1. Fu+v)=Fu)+Fw) Vu,vevV
2. F(kv)=k.F(v) YveEV,VkER

Propiedades de una transformacion lineal
Propiedad 1

La imagen del vector nulo del dominio 0, es el vector nulo del codominio 0, :
T(0y) =0,
Demostracion:
T(0,) =T(0.v) =0.T(v) = 0.w = 0,

Donde hemos expresado a 0, como el producto del escalar 0 por cualquier vector
del espacio vectorial V, hemos usado la segunda condicién que debe cumplir una
transformacion lineal, y finaimente hemos vuelto a usar la propiedad de espacios
vectoriales sobre el producto del escalar 0 por cualquier vector.

Propiedad 2

La imagen del vector —v es igual al opuesto de la imagen de v:
T(—v) =-T(v)
Demostracion:

T(—v)=T(-1.v) =-1.T(v) = -T(v)

La justificacion de los pasos dados en la demostracién es similar a la anterior.

Propiedad 3

Consideremos r vectores del espacio vectorial V:
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VU, Vg, ., Vp EV
Tomemos una combinacion lineal en el dominio:
a, v, + ayv, + azvzt.. ta v,
Donde a; € R

Si aplicamos la fransformacion lineal F de V a W, teniendo en cuenta las
propiedades enunciadas en la definicién, resulta:

F(ayv, + ayv, + azvs+...+a,v.) = a1 F(vy) + ayF(vy) + -+ a.F(v,.)

Es decir que una tfransformacion lineal “transporta” combinaciones lineales de V a
W, conservando los escalares de la combinacion lineal.

Ejemplo 1

Analizar si la siguiente funcion es una transformacion lineal:

T:R3 - R? | T((x,y,2)> =(x+zy-—2z)
€R? €R?

Resolucidon

Controlemos primero que el tfransformado del 0, sea el 0y,. Esta es una condicion
necesaria: si no se cumpliera, no seria tfransformacion lineal. Como T((0,0,0)) =
(0,0), la funcidn dada es “candidata” a ser transformacioén lineal.

Para demostrar que es una transformacion lineal tenemos que comprobar las
condiciones dadas en la definicion.

Condicion 1: T(u+v) =T(w) + T(v) Yu,v €V
Tomemos dos vectores de R3
u = (uy, Uy, u3)
v = (v, V,,V3)
Veamos si
Tlu+v)=Tw) +TWw)

Primero hacemos la suma de u y v:

u+v=<u1+v1,u2+v2,u3+v3>

x y z
Y ahora aplicamos T:

Tu+v)=(u +vy+us+vs,u; +v, —2uz — 2v3)



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 5

Tu+v)=(u +us u; —2uz) + (v; +v3, v —2v3)
T(w) T()

Tlu+v)=Tw)+TWw)
En conclusiéon: se cumple la primera de las condiciones.
Nos faltaria la otra propiedad.
Condicion 2: T(k.v) =k.T(v) VveV,VkER
T(k.v) = T((kvy, kvy, kvs)) = (kvy + kvs, kv, — 2kvs)
=k.(vy +v3,v, —2v3) = k.T(V)

Como T cumple las dos condiciones, es una transformacion lineall.

Ejemplo 2
Analizar si la siguiente funcidn es una fransformacion lineal:

F:P, >R | F(p) =p(0)

Observacién: con P, se designa al conjunto de todos los polinomios de grado
menor o igual que dos, con el polinomio nulo.

Resolucion

Entonces a un polinomio p de grado menor o igual que dos, le aplicamos la
funcion F y obtenemos un nUmero real que proviene de evaluar el polinomio en
x=0.

peEP, —>p(0)eR

Por ejemplo evaluemos la transformacion en x? — 1:

F<x2—1>=—1E]R
-
p

Veamos si el vector nulo del espacio vectorial P, va al 0 € R (es condicién
necesaria).

El polinomio cero es:
0p, = 0x*+0x+0
sCudnto vale el polinomio nulo evaluado en 02 0
0p,(0) =0.024+0.0+0=10

Entonces la condicidon necesaria para este ejercicio se cumple, porque F(OPZ) =0
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Primera condicién F(u+v) = F(u) + F(v) YVu,v €V

Para que sea transformacion lineal se debe cumplir la primera condicién. Veamos
qué pasa con el transformado de la suma:

(pt+q) EP,
F(p+q)=(+q)(0)=p(0)+q(0)

Observacion: evaluar una suma de funciones en 0, es evaluar cada unaen 0y
sumarlas. Esto no es una particularidad de los polinomios, sino que se corresponde
con la definicion de suma de funciones:

Para cualquier funcion: (f + g) (x) = f(x) + g(x), para todo x perteneciente al
dominiode fyde g.

Oftra forma de pensar la misma propiedad. Si consideramos
p(x)=ax?’+bx+c y qx)=dx*+ex+f
p+q=@G@+dx?+ (b+e)x + (c+f)
Fp+q) =c+ f =F() + F(q
Por los dos caminos arribamos a la misma conclusion.

Segunda condicién F(k.v) = k.F(v) YveV,vk € R

Veamos si se cumple la segunda condicion. Para esto podemos recordar que
dada una funcién f(x) y un escalar k, la funcién (k. f)(x) se define como k. f(x). De
esta forma podemos decir:

peEP, , keR
F(k.p) = (k.p)(0) = k.p(0) = k. F(p)

Otra forma de verlo es escribir a un polinomio p € P, de forma genérica y aplicar la
transformacion sobre k. p:

p(x) =ax®*+bx+c
F(k.p) = F(k.(ax?* 4+ bx + ¢)) = F(k.ax? + k.bx + k.c) = k.c = k.F(p)

Ejemplo 3
Consideremos la transformacion lineal:

T:R®*->R3, T(v) =v XxXw,

Siendo w, un vector fijo y v un vector cualquiera de R3. Veamos que se frata de
una transformacion lineal.

Condicion 1: T(u+v) =T(w) + T(v) Vu,v €V
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Para ver que se cumple esta condicion usaremos la propiedad distributiva del
producto vectorial respecto de la suma de vectores:
v,V ER3, Ty +v,) = (v + 1) Xwy =13 X Wy + v, Xwy =T(vy) + T(v,)
Condicion 2: T(k.v) = k.T(v) VveEV,VkER
Para ver que se cumple esta condicidon podemos extraer el escalar:
T(k.v) = (kv) Xxwy = k.(vXwy) =k.T(v)

Ejemplo 4
Consideremos las siguientes fransformaciones:

T;:R? - R? Tl((x,y)) =Q2x—-1,y)
T,:R? > R? |, T,((a b)) = (a?b)
5CoOmo analizamos si son o no son transformaciones lineales?

Para la primera transformacion basta con ver que la imagen de (0,0) es (—1,0). No
se cumple una de las propiedades de las fransformaciones lineales, entonces no
es una transformacion lineal.

La segunda transformaciéon no cumple con la segunda condicidn ya que:

o T,(k.(ab)) = (k% a% kb)
e k.Ty(a,b) = (k.a? kb)

Luego, como no se cumple que T(k.v) = k.T(v) podemos afirmar que T, ho es una
transformacién lineal.

Nucleo, imagen y teorema de las
dimensiones
Nucleo de una transformacion lineal

Sea F:V - W transformacion lineal

Liamamos nucleo de F al conjunto de vectores del dominio cuya imagen por F es
el 0y .

Nu(F)={v eV |F(v) =0y}

El ndcleo de una transformacion lineal es un subespacio de V.

Imagen de una transformacion lineal

Liamamos imagen de F al conjunto de vectores de W que son imagen de algun
vectorde V.
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Im(F)={weW |w=Fw),veV}
La imagen es un subespacio de W.

Ejemplo 1
Dada la siguiente transformacién lineal

T:R3 - R3 ,T((x,y,z)) =(x—2y,0,2x —4y)
Buscar el ndcleo, la imagen, y determinar sus dimensiones.
Resolucion
Para determinar el ndcleo planteamos:
(x,y,2) estd en elnicleo & T((x,y,2z)) = (0,0,0)

x—2y=

(x—2y,0,2x —4y) = (0,00) = {2x—4y=0:>

Esto implica que la primera componente debe ser el doble de la segunda y que la
tercera componente no tiene restricciones. Es un error comun, en este punto,
suponer que como “no aparece z", entonces z = 0. Pero es importante notar que
si “no aparece z" esto significa que no existen restricciones sobre esa
componente. La forma de un vector del nicleo seria:

(2y,y,2)
Aplicando propiedades lo podemos escribir:
y.(2,1,0) + z.(0,0,1)
Luego el nucleo es:
Nu(T) = {(x,y,z) € R® | x = 2y } = gen{(2,1,0),(0,0,1)}
Y una base del nicleo es:
By = {(2,1,0),(0,0,1)}

La imagen la podemos obtener aplicando propiedades sobre la expresidon que
define la transformacién lineal:

(x—2y,0,2x —4y) =x.(1,0,2) + y.(—2,0,—4)

Los vectores (1,0,2) y (—2,0,—4) son linealmente dependientes. Entfonces tomamos
uno de ellos para la base de la imagen:

Blm = {(11012)}

Finalmente podemos responder sobre las dimensiones de ndcleo e imagen,
porque hemos obtenido bases de estos subespacios:
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dim(Nu) = 2
dim(Im) =1
Ejemplo 2
Dada la siguiente transformacién lineall
F:R3 > R2%2 F((x Z)) _ (x ty X —z)
) 24 0 y+z

Buscar el ndcleo, laimagen, y determinar sus dimensiones.
Resolucion

Para determinar el ndcleo planteamos:

(x,y,z) estdenelnicleo & F(x,y,z) = (0 0)

0 0
x+y=0
x+y X —2Z _ 0 0 T o
( 0 y+z)_(0 0):{;+§;8:x_z_ y

Se trata de un sistema compatible indeterminado. El nicleo queda definido
enfonces por vectores con la forma:

(=y.y,=y)=y.(-11,-1)
Entonces:
Nu(F) ={(x,y,2) € R® | x = z = —y} = gen{(-1,1,—1)}
By, = {(1,-1,1)}

La imagen la podemos obtener aplicando propiedades sobre la expresion que
define la transformacién lineal:

(07 322G o+l V=G )

Luego, estas tres matrices generan la imagen, porque cualquier vector de la
imagen es combinacién lineal de ellas.

mm=gen{(y o) -6 7))

La generan, pero gson una base de la imagen?

Observamos que las dos primeras son linealmente independientes. Pero la tercera
es combinacién lineal de las anteriores:

b V-6 =6 7)

Entonces una base de la imagen es:
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ain={( 00 D)}
Ahora podemos responder sobre las dimensiones:
dim(Nu) =1
dim(Im) = 2

Notemos que la suma de las dimensiones de nicleo e imagen es igual a la
dimensién del dominio de la transformacion lineal:

dim(R3) = 3

Esto no es casual, sino que se frata de un teorema que consideraremos a
continuacion.

Teorema de las dimensiones

El teorema de las dimensiones establece una relacion aritmética sencilla entre la
dimensién de V y la dimensidn del ndcleo y de la imagen.

Sea F:V -» W transformacién lineal. Si dim(V) = n (finita) entonces:
dim(V) = dim(Nu(F)) + dim(Im(F))

Ejemplo 1
Buscar el nUcleo y la imagen de la siguiente transformacién lineal

T:R3 - R? | T((x,y.2)> =(x+2zy-22)
€R3 €R?

Resoluciéon

Buscar el nucleo de la transformacion lineal es buscar los vectores del dominio
cuya imagen es el vector nulo del codominio:

T((x'Y;Z)) = (OIO) = {;_-l_zzzzzoo => X = _Z/\y =2z

Luego los vectores del nicleo son de la forma:
(=2,2z,2) =2z(-1,2,1)
Asi podemos escribir:
Nu={(x,y,z) ER3|x = —zAy =2z} = gen{(—1,2,1)}
Byy = {(-1,2,1)} = dim(Nu) = 1
El nUcleo es una recta porque tiene dimensién 1.

5Cudl es la dimension de la imagen? Por el teorema de las dimensiones debe ser:
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dim(V) = dim(NuT) + dim(ImT)

= dim(R®) — dim(Nu(T)) = dim(ImT) = 2
3 [ S

La imagen es todo el espacio R? porque el Unico subespacio de dimensidon 2 que
estd en R? es R?.

5Como se llaman las funciones cuya imagen coincide con el codominio?
Sobreyectivas.

Diremos entonces que T es una transformacion lineal sobreyectiva.

Ejemplo 2
Sea T:R? - R3? una transformacién lineal,

T(x,y) = (x — 2y,2x — 4y, —2x + 4y)
Buscar una base y la dimension de Nu(T), Im(T)
Resolucién

Por el teorema de las dimensiones la suma de las dimensiones del ndcleo y de la
imagen debe ser 2. Es decir que puede ser alguno de los siguientes escenarios:

e 240
e 141
e 042

Busquemos Nu(T):

x—2y=0
(x—2y,2x—4y,—2x+4y)=(000)= { 2x—4y =0 = x =2y
—2x+4y =0

Luego podemos dar una base del nicleo y su dimensién:
By, = {(2,1)} = dim(Nu) =1

Busquemos Im(T). Un vector estd en la imagen si es el transformado de algun
vector del dominio:

T(x,y) = (x —2y,2x — 4y, —2x + 4y)

Lo expresamos como suma de vectores separando las variables x e y:
T(x,y) = (x,2x, —2x) + (—2y,—4y,4y)

Y sacamos como escalares a las variables:

=x(1,2,-2) +y(-2,-4,4)
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Este método permite obtener generadores de la imagen, que pueden ser LI o LD.
Acd se ve muy claro que (—2,—4,4) = (- 2).(1,2,—2). Es decir que generan la
imagen pero son linealmente dependientes, no es una base. Cualquiera de los
dos sirve como base:

By = {(1,2,-2)} = dim(Im(T)) = 1
Mdas adelante veremos otro método para encontrar la imagen.

Ejemplo 3
Hallar ndcleo e imagen de la siguiente transformacion lineal:

F:P, > R|F(p) =p(0)
Resolucion

Notemos que los nUmeros reales pueden ser entendidos como un espacio
vectorial de dimensién 1.

Sip(x) =ax?+bx+c, p(0)=c

El nUcleo estard formado por todos los polinomios cuyo término independiente es
0.

5Cudl es una base para ese espacio vectorial?e Podriamos describir al ndcleo asi:
Nu(F) = {ax? + bx,a,b € R}

Una base natural es la constituida por los vectores: x? vy x.

Entonces: By = {x?, x} = dim(Nu) = 2

Aplicando el teorema:
dim(Im) =1

Y ahora si consideramos que la imagen estd incluida o es igual a R, enfonces:
Im(F) =R

3Y una base para el espacio vectorial R2 Puede servir cualquier nUmero real,
menos el cero. Tomamos por ejemplo:

Bim = {1}

Los transformados de una base generan la
imagen

Sea F:V - W transformacion lineal , y B = {v,,...,v,} base de V

Entonces:
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welm(F) e w=FWw),veV e w=F(av; + -+ a,v,)
e w=a,F(v) + -+ a,F(v,)
Hemos demostrado que:
Los transformados de una base del dominio, generan la imagen.

O seq, aplicando la transformacién lineal a los vectores de una base (cualquiera)
del dominio, se obfiene un conjunto de generadores de la imagen:

{F(v),F(vy),F(v3), ..., F(v,)} generan Im(F)

No estamos diciendo que constituyan una base de la imagen, sino que la
generan.

Ahora veremos un ejemplo solbre cdémo se aplica esto:

Ejemplo 1

Sea F la siguiente fransformacion lineal:

a b

F:R?%2 - R3 transformacion lineal , F <(c J

)>= (a+b+d,—d,d)

Hallar una base de la imagen.
Resolucion

Podemos elegir una base del dominio y aplicar la tfransformaciéon, obteniendo asi
un conjunto generador de la imagen.

Sison LI, ya tenemos una base de la imagen. Sison LD, tfendremos que eliminar “lo
que sobra” para conseguir una base.

Usemos la base candnica de R?*?;

F (1 0) = (1,0,0)

0 0
()= ao0
(0 9)= 000
F§ 9=

Entonces obtuvimos el siguiente conjunto de generadores:
{(1:0:0)! (O'O'O)I (1; _1!1)}
Nos quedamos con un conjunto linealmente independiente:

Bim =1{(1,0,0),(1,-1,1)}

12
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Sila dimensién de la imagen es 2, puedo conocer la dimensién del ndcleo. Como
el dominio tiene dimension 4, la dimensién del nicleo debe ser:

dim (V) — dim(Im) = dim(Nu) = 2
Busquemos el nucleo:

a+b+d=0
(a+b+d,—d,d)=1(0,0,0)= —d=0 =>d=0Aa=-bVceER
d=0

Y la variable ¢ queda libre porque no aparece ninguna condicidn sobre ella.
Enfonces:

Nu={(_cb S)ERZXZ | bceR]

(0 0y (-1 1
B ={(; o) (o o))
Lo cual es coherente con la dimensidn del ndcleo que calculamos anteriormente.

Ejemplo 2

Consideremos la fransformacion lineal:

T:R3->R3, T(v) =v Xw,
Siendo w, = (0,0,1) un vector fijo y v un vector cualquiera de R3.
a) Hallar el ndcleo, una base del ndcleo y su dimensién
b) Hallar la imagen, una base de la imagen y su dimension
Resolucion
Ya analizamos anteriormente que es una frasformacion lineal.

Sabemos que un vector pertenece al nicleo de la transformacioén si y sélo si su
fransformado es el vector nulo:

(x,y,2z) € Nu(T) & T((x, v, Z)) = (0,0,0)

Entonces tfransformemos a un vector genérico e igualémoslo al vector nulo para
ver qué condiciones delbe cumplir ese vector genérico:

(x,v,2z) x(0,0,1) = (y,—x,0) = (0,0,0)

Es decir que el nucleo estd formado por los vectores que cumplen que x =0Ay =
0. Estos son los vectores paralelos al eje z.

Nu(T) ={(x,y,z) eR|x=0Ay =0}

BNu(T) = {(0,0,1)}
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dim(Nw(T)) =1

5Se podria haber pensado esto geométricamente? sCudl es el conjunto de
vectores tales que su producto vectorial con (0,0,1) es el vector nulo?

Obtengamos la imagen a partir de que los fransformados de una base del domino
generan la imagen.

Bgs = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
7((1,0,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0,—1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0) x (0,0,1) = (1,0,0)
7((0,0,1)) = (0,0,1) x (0,0,1) = (0,0,0)
Luego:
Im(T) = gen{(0,-1,0), (1,0,0), (0,0,0)}

Sacando el vector nulo obtenemos un conjunto linealmente independiente, y asi
una base de la imagen:

Blm(T) = {(0: _1'0)' (1'0'0)}
dim(Im(T)) = 2

5Se podria haber pensado esto geométricamente? sCudl es el conjunto de
vectores que se obtiene al hacer el producto vectorial de cualquier vector v € R3
con (0,0,1)¢

3Como generalizarian para un w, cualquiera, no nulo? En el siguiente archivo de
GeoGebra se puede explorar la situacién. Hay tres vectores:

e Un vector fijo, en color negro.
e Un vector moévil en color verde.
e Un vectorrojo que es el resultado del producto vectorial entre los otros dos.

Te proponemos que muevas el vector verde y veas que se va obteniendo cdémo el
conjunto de vectores que se obtienen de los sucesivos productos vectoriales:

Clasificacion de las
transformaciones lineales

Monomorfismos: TL inyectivas


http://bit.ly/agaggb018
http://bit.ly/agaggb018
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Recordemos que una funcién F: A - B es inyectiva si verifica la siguiente
propiedad:
F(x))= F(x;) > x; =%, Vx,x, €A
En el caso particular de las T.L., puede demostrarse que:
Sea F:V —» W una fransformacién lineal,
F es inyectiva (monomorfimo) & Nu(F) = {0y}
Epimorfismos: TL sobreyectivas
F:V - W es sobreyectiva (epimorfismo) & Im(F) =W
Isomorfismos: TL biyectivas
F:V —» W es biyectiva (isomorfismo) & Nu(F) = {0y} A Im(F) = W

Ejemplo 1
Consideremos la siguiente transformacién lineal T:R? - R® T((x,y)) =
(x+y,x—y,2x)

Saguemos el ndcleo de la transformacion:
(x,) € Nu(T) & T((x,y)) = (0,0,0)
x+y,x—v,2x)=(0,00) = x=0Ay=0

Entonces por la propiedad enunciada anteriormente podemos decir que T es un
monomorfismo.

Por el teorema de las dimensiones resulta:
dim(Im) = dim(R?) —dim(Nu) =2-0=2

Como la dimensidn de la imagen es 2, entonces no es un epimorfismo
(sobreyectiva).

Conclusiéon: T es un monomorfismo.
Ejemplo 2

Consideremos la tfransformacion lineal F: R?*?2 - R? |, F <(‘Cl Z)) =(a+b,—d)

Busquemos su imagen:
(a+b,—d)=a.(1,0) + b.(1,0) + d.(0,—1)
= Im(F) = gen{(1,0), (1,0), (0,—1)} = By = {(1,0),(0,—1)} = dim(Im(F)) = 2

Entonces la imagen es R?, y la transformacién es un epimorfismo (sobreyectiva).
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Apliquemos el feorema de las dimensiones para conocer la dimensidon del nucleo:
dim(Nu(F)) = dim(R?*?) — dim(Im(F)) =4 -2 =2
Entonces no es un monomorfismo.

Conclusion: F es un epimorfismo.

Ejemplo 3
Consideremos la siguiente transformacion lineal

G:R?-> P, , G((ab))=2a—bx
Busquemos su nucleo:
2a—bx=0+0.x >a=0 A b=0= Nu(G) ={(0,0)}= dim(Nu(F)) =0

Por la propiedad enunciada anteriormente, podemos afirmar que G es un
monomorfismo.

Veamos cudl es la imagen:

2a.(1) + b.(—x) = Im(G) = gen{1,—x} = dim(Im(G)) = 2
Por lo tanto la imagen es P; y la transformacidén es un epimorfismo (sobreyectiva).
Como es monomorfismo y epimorfismo, entonces es un isomorfismo.

Ejemplo 4
sHabrd alguna TL que no sea ni monomorfismo, ni epimorfismo? 3Que no sea ni
inyectiva ni sobreyectiva?

Consideremos la siguiente TL que analizamos en el ejemplo 2 de “Imagen de una
TL":

F:R3 - R2%2 ) F((x,y,z)) _ (X +y x —Z>

0 y+z

Vimos que By, = {(1,—1,1)}, asi que no es un monomorfismo.

Vimos que By, = {((1) é) , ((1) (1))} asi que no es un epimorfismo.

Conclusion: existen TL que no son ni monomorfismos ni epimorfismos.
Propiedad

Sea F:V ->W unall.,, dim(V) = dim(W)= n

Puede afirmarse que: F es inyectiva < F es sobreyectiva & F es biyectiva

Sugerimos al lector demostrar esta propiedad, teniendo en cuenta que:
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F esinyectiva & Nu(F) ={0y} & dim(Nu) = 0

Ejemplo
DadalaTL T:R3 > R3, T(x,y,2) = (x+y+2z, 2y + z 3y + kz), encontrar todos los
valores de k para los cuales T es biyectiva (isomorfismo).

Resolucion

Como la TL va de R3aR3, es suficiente analizar para qué valores de k es inyectiva
(o sobreyectiva).

Por inyectividad

Si pensamos en la inyectividad, tenemos que buscar que el nicleo sea {(0,0,0)}. Es
decir que el sistema

x+y+z=0
{ 2y+z=0
3y+kz=0

fiene que ser compatible determinado. Hemos visto que un sistema de ecuaciones
A.X = b es compatible determinado & det(4) # 0, asi que planteamos esta
condicion para hallar los valores de k:

111
0 2 1

3
=1.(2k—3)¢0=>k¢§
0 3 k

Luego Vk eR, k qt% la fransformacion lineal T es biyectiva.

Por sobreyectividad

Si pensamos en la sobreyectividad, tenemos que buscar que la dimensién de la
imagen sea 3 (o sea que la imagen sea R3). Recordemos que los transformados de
una base del dominio generan la imagen:

T(1,0,0) = (1,0,0)
T(0,1,0) = (1,2,3)
T(0,0,1) = (1,1,k)

Como queremos que sea sobreyectiva, los fres vectores que se obtuvieron deben
generar todo R3, asi que deben ser LI. Recordemos que:

det(A) # 0 © rango(A) = n © las filas (columnas)de A son LI

Apliguemos esta propiedad:

1 00

3
1 2 3=2k—3¢0$k¢§
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, . . s . 3 . .
Asi que hemos llegado a la misma conclusion: si k # > la transformacion lineal T es

biyectiva.

Resumiendo: no es necesario analizar inyectividad y sobreyectividad
separadamente, ya que una de ellas implica la otra y por lo tanto, que se cumpla
una de ellas implica que la transformacion lineal es biyectiva. Esto sdlo ocurre
cuando el dominio y el codominio tienen la misma dimensién.

Para pensar:

Silas dimensiones del dominio y del codominio son distintas, 3la TL puede ser
biyectiva?

Para responder, les sugerimos que consideren dos casos:
i) dim(V) > dim(W)
i) dim(V) < dim(W)

EPL 1
Dada la transformaciéon lineal T:R3 - R3, T(x,y,z) = (x+y+zx+ky— 23y — kz)

Hallar en cada caso los valores de k para los cuales:
a) T es biyectiva.

b) T no es biyectivay (0,1, —1) pertenece alaimagen de T.

Teorema fundamental de las
transformaciones lineales

. Qué se necesita para definir una
transformacion lineal?

Consideremos el siguiente tridngulo en R2:

0.5
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Tridngulo 1

sExistird alguna transformacién lineal que permita modificar de cierta manera este
tridngulo?2 Por ejemplo, una F que transforme el fridngulo dado en este otro:

Tridngulo 2
O alguna que lo transforme asi:
1_
0.5 |
0
I
145 0 o4&
Trigdngulo 3

O un movimiento como éste:
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15 |

0.5 |

Tridngulo 4

El tridngulo 4 no contiene al (0,0), por lo fanto no puede obtenerse aplicando una
transformacioén lineal al tridngulo 1. 3Por qué®?

sLos ofros podrdn obtenerse mediante una transformacion lineal? 3Existe alguna
herramienta tedrica que permita asegurarlo?

Si, es el teorema fundamental de las transformaciones lineales.

Teorema fundamental de las
transformaciones lineales

Este teorema, conocido también como “Teorema de existencia y unicidad de una
transformacion lineal”, dice lo siguiente:

Sean los espacios vectoriales Vy W, sea B = {vy,v,,..,v,} unabasedeV y
wy, Wy, ..., W, VEectores cualesquiera (iguales o distintos) de W. Entonces existe una
Unica tfransformacion lineal que verifica:

T(vy) =wy
T(vy) = w,
T(Un)m: Wn

Para demostrarlo habria que demostrar que esa transformacidn existe, que es
Unica, y que es lineal. No lo vamos a demostrar pero lo pueden encontrar en
textos de dlgebra lineal. En el texto recomendado de Ana Maria Kozak y ofros
autores, Nociones de Geometria Analitica y Algebra Lineal, estd en pdagina 561y
siguientes.

20
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Ejemplo 1

Sean V=R?y W=R3

Consideremos en la base B = {(1,0),(1,1)}, ysean w; =w, = (0,1,0)

De acuerdo con el teorema, existe una Unica transformacién lineal T:R? - R3
que verifica:

T((1,0)) = (0,1,0)
7((1,1)) = (0,1,0)
5CoOmo buscamos la féormula de la fransformacion lineal?

Tomamos un vector genérico de R? y lo escribimos como combinacién lineal de la
base, o sea buscamos sus coordenadas respecto de B:

(x,y) =a(1,0) + B(1,1) :{x;zzﬂ: {a;i;y

Los escalares a, g son las cordenadas del vector (x,y) en la base B:

(cela= (")

Donde recordemos que la escritura [(x,y)]5 significa “las coordenadas del vector
(x,y) enla base B".

(x,y) = a(1,0) + B(1,1)
Aplicamos la transformacion lineal a ambos miemlbros:
= T(xy) =T(a(1,0) + B(1,1))
Por las propiedades de las transformaciones lineales,

T(x,y) =a.T(1,0) +L.T(1,1)
— —
(0,1,0) (0,1,0)

Reemplazamos ay B :
T(x,y) = (x —y).(0,1,0) + ¥(0,1,0)
T(x,y) = (0,x—y,0)+(0,y,0)
T((x,y)) = (0,x,0)

Hemos obtenido la formula de la transformacion lineal que cumple con las
condiciones.

Ejemplo 2
Vamos a ver si podemos transformar el tridngulo del esquema de la izquierda, en el
tridngulo del esquema que estd a la derecha:

21
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05 3 057

Nosotros tenemos que dar una base de R4 y asignarle sus frai ..o i aaco.

Por ejemplo consideremos los versores candnicos que definen al primer tridngulo:

Entonces podriamos hacer la siguiente asignacion:

F((1,0)) = (1;0)

F((o1)) = (% 1)

Como (1,0), (0,1) constituyen una base del dominio, el feorema fundamental
permite afirmar que existe una Unica transformacién lineal que verifica esto:

F((10)) = (1;0)
= 3Juna unica TL que verifica estas condiciones

F((O'l) ) = (%: 1) TFTL

Para encontrar la formula de esta trasformaciéon vamos a escribir a un vector
genérico de R? como combinacién lineal de los vectores de la base dada:

a=Xx

(x,y) = a(1,0) + (0,1) = {; z Z = {ﬁ —y

Ahora aplicamos la transformacién lineal sobre ese vector genérico, y resolvemos
para llegar a una expresion analitica de la transformacién lineal:

22
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F((x,y)) = F(a(1,0) + B(0,1))
F((x,y)) = a.F((1,0)) + .F((0,1))

F((x,9)) = x.(1,0) + y. (% 1)

F(e ) = @0 +(37:)

F(t,y)) = (%y +x; y)

En el siguiente archivo de GeoGebra se puede ver el tridngulo original, y el
transformado. También se puede redefinir la ubicacién de los puntos del tridngulo
original y ver cémo quedaria el transformado en cada caso.

Ejemplo 3
Halle la expresion analitica de cada una de las siguientes transformaciones
(R? - R?):

a) Simetria respecto de larecta y = 3x
Resolucion

La clave para resolver este ejercicio es elegir una base conveniente para definir la
simetria. Grafiguemos la recta y = 3x:

23
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Primero hay que entender qué significa una reflexiéon respecto de una recta.
Supongamos que nos piden una simetria respecto del eje x. Si tenemos un
cuadrado asi como el rojo, se transforma en un cuadrado como el violeta:

Todos los puntos que pertenecen al eje x quedan idénticos. Y los puntos que estdn
sobre el eje y se transforman en su opuesto. Entonces:

{ F((1,0)) = (1,0)
F((0,1)) = (0,-1)

Considerando estas ideas sobre simetria, en nuestro caso tomamos un vector que
esté sobre el eje de simetria y otro perpendicular a él:

v=(13),w=(-3,1)

5Cudl es el fransformado del vector (1,3) que estd sobre el eje de simetria?

24
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1,3) — (1,3)
sCudl es el fransformado del vector (—3,1) que es perpendicular al eje de simetria?
(-31) — (3,-1)
Enfonces:

F((1,3)) = (1,3) porque esta sobre el eje de simetria
F((—3,1)) = (3,—1) porque es perpendicular al eje de simetria

Ahora queda el problema técnico de buscar la férmula de esta transformacion
lineal:

x=a-3p y—3x _x+3y

Goy)=al3)+p(=31 = {y —3a+p - F =10 " 10

Aplico F a ambos miembros
F((x,y)) = F(a(1,3) + B(-3,1))
Como F es fransformacion lineal:

F((x,y) = a.F((1,3)) + BF((-3,1))

x + 3y
10

y — 3x
10

F((x,9)) = ( ).(1,3) + ( )(3,—1)

x + 3y 3x+ 9y 3y — 9x —y+3x>
F =
(Ce) (10 10 >+( 10 ' 10

6y — 8x 6x + 8y
F((x’y)):( 10 ' 10 )

3y—4x 3 4
Fen) = (F5==5)

Podemos ver en GeoGebra coémo opera la transformacion:

Ejemplo 4

El propdsito de este ejercicio es destacar cudndo es posible aplicar el teorema
fundamental de las transformaciones lineales. Sugerimos una lectura cuidadosa de
cada uno de los casos presentados a continuacion:

Analizar si existe y es Unica la transformacion lineal T: R3 - R3 que verifica:
Caso A

7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
7((1,1,1)) = (0,0,0)
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Caso B
7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
7((1,-1,0)) = (1,0,0)
Caso C

7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
7((1,-1,0)) = (0,0,0)

Resolucion

5Cudl es la hipdtesis del teorema? O sea, 3qué debe cumplirse para que el
teorema tenga validez?

Los vectores del dominio deben ser una base, es decir que debemos prestar
atencién en cada caso a los vectores senalados:

7((1,0,0)) = (0,1,0) 7((1,0,0)) = (0,1,0) 7((1,0,0)) = (0,1,0)
A:{T((0,1,0)) =(0,1,0)  B:< T((0,1,0)) = (0,1,0) ¢:{ T((0,1,0)) = (0,1,0)
T((1,1,1)) = (0,0,0) T((1,-1,0)) = (1,0,0) T((1,-1,0)) = (0,0,0)
Caso A

En el caso A los tres vectores son base de R3 y entonces podemos aplicar el
Teorema Fundamental de las Transformaciones Lineales. Como lo establece el
teorema, se puede afirmar que existe una Unica transformacion lineal que verifica
las condiciones dadas.

5Cudl es el mecanismo para buscar la féormula?

Consideramos un vector (x,y, z) y buscamos sus coordenadas respecto de la base
de partida:

(x.y,z) = «(1,0,0) + 8(0,1,0) + y(1,1,1)

y=B+y = {f=y-z

x=a+y a=x—2z
{ zZ=Y { Y=z

Aplicamos la transformacion lineal a ambos miemlbros:
T((x,y,2)) = aT((1,0,0)) + BT((0,1,0)) + yT((1,1,1))
Y ahora sustituimos las coordenadas obtenidas:
T((x,y,2)) = (x — 2)(0,1,0) + (y — 2)(0,1,0) + (2)(0,0,0)

T((x,y,2)) = (0,x —2,0) + (0,y — 2,0) = (0,x + y — 22,0)

26
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T((x, y, Z)) =(0,x+y—2z0)
Caso B

En el caso B, el conjunto de vectores de partida es linealmente dependiente, no es
base de R3. Sino se cumplen las hipdtesis de un teorema, éste no puede
aplicarse.

5Como podemos determinar si existe una transformacion lineal que verifique estas
condiciones?

7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
7((1,-1,0)) = (1,0,0)

Lo que define a una fransformacion lineal es la conservacion de las
combinaciones lineales. jEsto es lo que debemos controlar!

Veamos la diferencia entre el caso By el C:

Observamos que el tercer vector se puede obtener como combinacion lineal de
los primeros dos:

(1,-1,0) = (1,0,0) — (0,1,0)

Entonces entre sus tfransformados deberia cumplirse la misma relacion:

7((1,-1,0)) é 7((1,0,0)) — 7((0,1,0))

2

= (1,0,0) 2 (0,1,0) — (0,1,0) = (0,0,0)

No se conserva la combinacion lineal, entonces no existe una transformacion lineal
que cumpla las condiciones dadas.

Caso C
En el caso C tenemos la siguiente informacion:

7((1,0,0)) = (0,1,0)
7((0,1,0)) = (0,1,0)
7((1,-1,0)) = (0,0,0)

Tampoco se puede aplicar el TFTL, porque el conjunto de vectores de partida es
linealmente dependiente.

Igualmente podemos preguntarnos: 3Se conserva la combinacion lineal2 Notemos
que el tercer vector es la diferencia del primero con el segundo:

(1,-1,0) = (1,0,0) — (0,1,0)
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Aplicamos la transformacién lineal suponiendo que se conservan las
combinaciones lineales:

7((1,-1,0)) ’:“ 7((1,0,0)) — T7((0,1,0))

Reemplazando:

?

(0,0,0) = (0,1,0) — (0,1,0) = (0,0,0)

Lo cual es verdadero. Entfonces podemos concluir que existe la transformacion
lineal aungue no quede univocamente determinada por la informacion
disponible. Para definir una TL bastaria con establecer cudll es el fransformado de
un tercer vector Ll con (1,0,0) y (0,1,0).

Agreguemos un dato nuevo para que quede bien definida:
7((0,0,1)) = (0,0,1)

sExiste una TL que cumpla con las condiciones iniciales mds ésta que acabamos
de agregare

Llamemos:

7,((1,0,0)) = (0,1,0)
7,((0,1,0)) = (0,1,0)
7,((0,0,1)) = (0,0,1)

Ahora T; queda bien definida y podriamos hallar su féormula.

sComo podrian definir una transformacion T, distinta de T; que también cumpla
con las condiciones iniciales?

Resumamos lo que obtuvimos analizando estos tres casos:

e Caso A: La transformacidn lineal existe y es Unica.

e Caso B: No existe, no se conservan las combinaciones lineales.

e Caso C: Existe pero no es Unica, no podemos encontrar una féormula porque
la transformacion lineal no quedd definida.

Ejemplo 5
Halle la expresién analitica de cada una de las siguientes transformaciones R3 -
R3:

a) Reflexion respecto delplanox =y
Resolucion
Este ejercicio requiere elegir una buena base.

Una grdfica del plano x = y se puede ver a continuacion:
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El arte para resolver este ejercicio es elegir tres vectores linealmente
independientes que sepamos en qué se fransforman.

5Cudl es el simétrico de un vector que esté sobre el plano? El mismo vector.
Entonces podemos elegir dos vectores no paralelos incluidos en el plano:

T(v) =1y
T(vy) = v,

3Y si tommamos un vector perpendicular al plano, digamos v;, en que se
fransforma?

T(v3) = —vs3

Ahora debemos elegir vy, v, y v3 de acuerdo con el plano dado.

Proponemos:
v; = (1,1,0)
v, = (0,0,1)
vs = (1,—1,0)

Donde los vectores v, y v, estdin en el plano y el vector v; es perpendicular all
plano.

De esta forma sabemos cémo se transforman:

7((1,1,0)) = (1,1,0)
7((0,0,1)) = (0,0,1)
7((1,-1,0)) = (-1,1,0)
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Ya queda definida la transformacién lineal sobre una base del dominio. Dejamos a
cargo del lector encontrar la férmula de la TL.

Les proponemos que definan la TL sobre ofra base con las mismas caracteristicas:
dos vectores del plano y uno perpendicular a él. Luego busquen la expresion
analitica, gcoincide con la anterior?

Los vectores no son Unicos: v, y v, son dos vectores cualesquiera (LI) del plano y vy
es un vector perpendicular cualquiera. No importa cudles elijamos, obtendremos
la misma transformacion lineal.

EPL 2

Definir una transformacion lineal F de R3 - R?*2 que verifique las dos condiciones
que siguen:

i) Nu(F) = gen{(1,1,0)} , ii)Im(F)c S={A€ER?™?: A=A4A"}
Obtener la férmula de la transformacion definida.

Observacion: este ejercicio no es de respuesta Unica.

Matriz asociada a una
transformacion lineal

Ejemplos introductorios

Ejemplo 1
Sea T la siguiente transformacién lineal:

T:R? - R3 | T((x,y)) =((x+2y,x—vy,y)
sExistird una matriz A que multiplicada por (x,y) dé por resultado (x + 2y,x — y,y)?
Para esto vamos a escribir los vectores como columna:
X X+ Zy
A. ( ) = x—y
y

3 Cudl deberia ser el tamano de la matriz?

(O

——
5 2x1

3X2 3x1

Efectuando el producto de matrices, podemos obtener los coeficientes de A :

30



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 5

(1 2) X x+ 2y
1 -1 ()= xX—y
7 Ly )

0 1/ <2

2x1
3X2 31

Encontramos una matriz que realiza la transformacion lineal. Se conoce como la
matriz estdndar de la transformacion lineal.

Notemos que la transformacién va de R? a R3, y que el orden de la matriz es 3 x 2.

Ejemplo 2
Ahora consideremos la siguiente fransformacion lineal:

F:R® > R? | F((x,y,2)) = (x + 2z,—y)

Queremos buscar una matriz B tal que:

——
31 2x1

Pensando el orden de la matriz y el valor de sus elementos llegamos a:
(1 0 2) x _(x+22>
0 -1 o/\Y)7\ -y
2x3 Ll o

3x1

Hemos hallado de manera intuitiva la matriz estdndar de la fransformacién lineal.
Notemos que la transformacion va de R a R? y que el orden de la matriz
asociada a la fransformacién lineal es 2 x 3.

Construccion de la matriz asociada a una
TL

Hemos visto ejemplos de cémo surge a partir del producto de matrices, la matriz
estdndar de una transformacién lineal de R® a R™. En lo que sigue intentaremos
generalizar para cualquier espacio vectorial de dimensidn finita, el concepto de
matriz asociada a una transformacién lineal. Aun en el caso de TL en R", veremos
gue no siempre la matriz estédndar es la mds conveniente.

SeaT:V -» W transformacioén lineal, y
dim(V) =n
dim(W) =m
B = {v,,vy, ..., v} base de V
B' = {w,,...,w,,} base de W

Designamos:
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M(T)gg, ala matrizasociada ala transformacién lineal T respecto de las bases B y
B'.

Esta matriz se construye por columnas tfransformando los vectores de la base B (del
dominio), y expresando los fransformados en sus coordenadas en la base B':

M(T)gg, = ([Tw)lp [TWw)lp [TW3)lg ... [T(Wn)lp)

La matriz asociada tiene n columnas porque la base B tiene n vectores, y fiene m
filas porque las coordenadas en B’ se escriben con m componentes.

Oseaquesidim(V) = ny dim(W) = m, M(T)gg € R™"

Propiedad

La matriz asociada a una transformacién lineal cumple la siguiente propiedad:
M(T)gg, [v]g = [T(V)]g,

Ejemplo 3
Retomemos la fransformacion lineal:

T:R? > R3| T((x,y)) = (x +2y,x — y,)
Consideremos las siguientes bases para el dominio y codominio:
B ={(0,1), (L1}
B’ ={(1,0,0),(1,1,0),(0,1,1)}
Construyamos la matriz asociada a la transformacién T de la base B a la base B’,

es decir M(T)gg-

4
T((0,1) = (2,-1,1) = «(1,0,0) + B(1,1,0) + y(0,1,1) = [T((O, )], = <_2> 1° columna
1

4
T((1LD) = 3,0,1) = §(1,0,0) + €(1,1,0) + $(0,1,1) = [T(L, V)], = <_1> 2° columna

1

4 4

M(T)BBI = <_2 _1>
1 1

Dado un vector cualquiera, aunque no conozcamos la férmula, conociendo la
matriz y las dos bases podemos calcular su fransformado. Vamos a tomar un
vector cualquiera de R? y lo transformamos... sin mirar la féormula.

Hallemos T((3,5)) mediante la matriz asociada M(T)gg,

M(T)pg/[vls = [T(V)]p
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No podemos operar con (3,5) porque la matriz asociada opera con coordenadas.
Debemos buscar las coordenadas de (3,5) en la base B.
35 =a(0D)+p(11)=2B=3,a=2
Multiplicamos la matriz por las coordenadas que obtuvimos,
4 4N 2(;
(—2 _1) G-

1 1

M Gl

El vector obtenido no es el fransformado del vector (3,5) sino que son sus
coordenadas en la base B'.

Para hallar T(3,5) debemos multiplicar las coordenadas obtenidas por los vectores
de la base B'":

T((3,5)) = 20(1,0,0) — 7(1,1,0) + 5(0,1,1)
7((3,5)) = (13,-2,5)
Ahora en lugar de tomar estas bases, tomemos las bases candnicas de R? y de R3.
Busquemos M(T)g,z, donde:
E, ={(1,0),(0,1)}
Es = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
El procedimiento es el mismo pero las cuentas son mads fdciles

1
7((1,0)) = (1,1,0) = «(1,0,0) + .(0,1,0) +y.(0,0,1) = é 1° columna

7((0,1)) = (2,—-1,1) = a.(1,0,0) + 3.(0,1,0) +y.(0,0,1) = <_21> 2° columna
1

Estos vectores hay que expresarlos en coordenadas respecto de la base candnica
de R3, pero justamente por tratarse de la base candnica, el vectory sus
coordenadas son iguales. Entonces resulta:

1 2
M(T)EZE3 = (1 —1> =A i Que es la matriz estandar de la TL!
0 1

Es decir que la matriz esténdar es la que trabaja con las bases candnicas.

Ejemplo 4
Consideremos la siguiente transformacion lineal:
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1 2
FiR2 = P | M(Fger = (7 7)
B = {(1,0),(1,1)}
B'={1,1—-x}

a) Hallar F((2,1))

b) Hallar la férmula de la transformacion lineal

c) Hallar el ndcleo de la transformacién lineal

d) Hallar laimagen de la transformacién lineal

e) Hallar laimagen de la transformaciéon pero sin utilizar la férmula de la
transformacién lineal

f) Hallar el ndcleo de la transformacion sin utilizar la férmula

Resolucion
item a

No tenemos la férmula. Tenemos que trabajar con la matriz asociada. 3Qué
propiedad tiene la matriz asociada?

M(F)gg-[vlg = [F(v)]g
Donde:

e [v]g:sonlas coordenadas del vector v en la base B
e [F(v)]g:sonlas coordenadas del transformado del vector v en la base B’
o  M(F)gg: esla matrizasociada a la transformacion lineal en bases B y B’

Las matrices asociadas no operan con los vectores, sino con las coordenadas de
los vectores en alguna base. Enfonces no podemos multiplicar la matriz por el
vector (2,1).

Para operar, tenemos que encontrar las coordenadas de (2,1) en la base B:

QD =aL0)+p11) = a=1Af=1 = [@D]= (1)

Ahora multiplicamos por la matriz y obtenemos las coordenadas en B’ del
fransformado de (2,1):

ren), = 3(0)=()

2 Qué objeto esperamos obtener como imagen de esta fransformacién? 3Un
vector de R?2 No, esperamos obtener un polinomio de grado menor o igual que
uno.

Para obtener F(2,1) debemos multiplicar estas coordenadas por los vectores de la
base B':
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F((21))=31+3.(1-x)=6—3x
ftem b

En el item (a) buscamos la imagen del vector (2,1). Ahora nos proponemos
obtener la férmula de la transformacion, esto significa encontrar la imagen de
cualquier vector (x,y) de R2. Teniendo en cuenta que en el polinomio usamos la
variable x, llamaremos (a, b) a los vectores de R2,

Busquemos F((a, b)) tal como buscamos F ((2,1)):

@h) =a@0)+pan = (" E L5120

@nle=(",")

F@l, =G (%)=

Estas son las coordenadas del vector que estamos buscando. Falta multiplicar por
los vectores de la base B':

F((a,b))=(a+b).1+(a+b)(1—x)=2a+2b—(a+b).x
Esta es la férmula de la transformacién lineall.
Ahora podemos hallar base y dimensién de nucleo e imagen.
ftem c

La definicion de nucleo dice que son los vectores del dominio que se transforman
en el vector nulo del codominio.

—(a+b)x+2(a+b)=0p =0x+0

atb=0 _
{a+b=0:>a_ b

= Nu(F) = {(a,—a) € R?} = By, = {(_11)} > dim(Nu(F)) = 1

ftem d
Por el teorema de las dimensiones:
dim(Im(F)) = dim(R?) — dim(Nu(F)) = 1

Queremos una base de la imagen. sEn qué espacio vectorial estd la imagen? En
P;.

Recordemos que los tfransformados de una base (cualquiera) del dominio,
generan la imagen de la transformacion lineal:
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F((1,0))=2-x
F((01)=2-x
Entonces 3Cudl es una base de la imagen de la transformacion lineal?
By = {2 — x}

Veamos que la imagen no depende de la base del dominio que elijamos. Por
ejemplo tomemos la base B:

F((1,0))=2-x
F((1,1)=4-2x
{2—x,4- 2x} generan Im(F)
Bim = {2 — x}
ftem e

No es necesario buscar la férmula para obtener la imagen. Las columnas en la
matriz nos dan las coordenadas en la base B’ de los fransformados de una base
del dominio:

M(F)gg = ([F(v)]p [F(v)lpr) = (1 2)

1 2
Entonces:
F(1,0))=11+1.(1-x)=2—x
F(1,1) =21+2(1—x) =4 —2x
Luego:

Im(F) = gen{2 — x,4 — 2x}

Como 4 — 2x es combinacion lineal de 2 — x podemos quedarnos con la siguiente
base:

BIm(F) ={2—-x}
ftem f

sY para el nucleo sin la férmula2 Queremos hallar los v € R? tales que al aplicarles
la transformacion den por resultado el polinomio nulo:

F(v) = 0p,
1 2y(x\y_ (© = -(°
G )= (o) =rav=o=tte=(y)
M(F)pps \[T;\]; [0P1]Br
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Estas son las coordenadas en la base B de una base del nicleo:

(1, - 1)
Bnu

v=2.(10)—(1,1) =

Ejemplo 5
Vamos a retomar el ejercicio 8, item a, de pdgina 40 que decia:

Halle la expresion analitica de la siguiente transformacién:
Simetria respecto de larectay = 3x, R? - R?

En un ejemplo anterior habiamos obtenido Ia férmula de la fransformacion lineal:

4 3 3 4
T((x,y)) = (—§x+§y;gx+g )

La matriz estdndar (referida a la base candnica deR?), M(T) g es la siguiente:

4

M(T =| .0

U] o U1l W

3
5

Observaciéon: cuando se trata de las bases candnicas para simplificar la notaciéon
se escribe M(T) en lugar de M(T)gg.

Veamos si podemos hallar una representacion matricial mdas sencilla para esta
simetria.

s Queé significa una simetria respecto de la recta y = 3x2 Recordemos que el
fransformado de un vector que esté sobre la recta es el mismo vector, y el
fransformado de un vector perpendicular a la recta es su opuesto.

Armemos una base de R? formada por un vector v sobre larecta (y = 3x ) y un
vector w perpendicular a dicha recta. Por ejemplo:

1
T((1,3)) =(1,3) =1.(1,3) + 0(=3,1) = [(1,3)]5 = (0)
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0
T((-3,1)) = 3,—1) = 0.(1,3) + (=1). (=3,1) = [(-3, )]y = (_1)
5Cudl es la matriz asociada a la transformacién lineal en esta nueva base?
/1 0
M(T)p5 = (0 —1)

Eligiendo una base conveniente, pudimos caracterizar la simetfria mediante una
matriz diagonal. Continuaremos desarrollando este tema en la proxima unidad
(autovalores y autovectores).

EPL 3
Dada la fransformacién lineal F de R3 a P, cuya matriz asociada es:

M(F)se = (—11 g é)

siendo B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,01)} Yy E = {1,t} basesde R3y P,
respectivamente.

a) Hallar una base del nucleo de F. A partir de la base obtenida, zes posible
afirmar que F es sobreyectivae sPor quée

b) Hallar todos los v € R3 tales que F(v) = —1 +t.

El rango es igual a la dimension de la
imagen

Recordemos que:

1. M(T)gp = ([T(wlsr » -, [T(Wn)]B)
2. {T(vy),...,T(v,)} generan Im(T)

Para obtener una base de Im(T) tenemos que determinar cudntos son LI. Se
puede demostrar que en {T(v,), ..., T(v,)} habrd tantos vectores LI como columnas
LI en la matriz.

Dado gue el rango de una matriz es el nUmero de columnas LI, entonces el rango
de la matriz asociada a la tfransformacion lineal respecto de las bases B y B’ es
igual a la dimensién de la imagen de la trasformacion lineal.

rango(M(T)gg,) = dim(Im(T))

Observacion: La dimension de la imagen no depende de las bases elegidas, por
esto el rango tampoco depende de ellas.

EPL 4
Sea T:R? - R3 una fransformacion lineal tal que su matriz estdndar es:
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1 2
M(T) = (1 a ) € R3*2
0 -1

a. Probar que T esinyectiva (monomorfismo) para fodo a perteneciente alos

reales.
b. Hallar el valor de a tal que (—1,—1, 4) pertenezca ala imagen de la

fransformacion.

Composicion e inversa de

transformaciones lineales
Composicion de transformaciones lineales

Sean F y G dos fransformaciones lineales tales que:

FU-V ;, GV-W

G
“ F(w) G(F(w)

AGoF:U - W | GoF(u) = G(F(u)) Vu€euU

Propiedad: la composicidon de transformaciones lineales, es una transformacién
lineal.

Ejemplo
F:R? > R3 | F((x,y) = (x—y,x+y,2x) TL

G:R*->R?|G((x,y,2) =(x—2zy+2) TL

Hallar la férmula de GoF y FoG, indicando en cada caso dominio y codominio.
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GoF:R? > R?, GoF((x,y)) =G((x—y,x +y,2x))

=x—-y—-Q2x), x+y+2x)=(—x—y,3x+y)

FoG:R® > R® ,FoG((x,y,2)) = F((x — 2,y + 2))

=x—z-W+2),x—z+(y+2),2x—-22)=(x—y—2z,x+y,2x—22)

5Con qué operaciéon de matrices se relaciona la composicion de transformaciones
linealese

Busquemos las matrices estndar:

1 -1
M(F) € R3*?, M(F)=<1 1 )
2 0

M(G) € R¥3, M(G)=(1 0 ‘1)

01 1

Recuerden que cuando no colocamos subindices, significa que es la matriz
estandar, referida a las bases candnicas.

Calculemos los productos:

1 -1 1 -1 -2
M(F).M(G)=<1 1)(3 ;’ _11)=<1 1 o)

2 0 2 0 =2

Y
10 —-1n(F 1 -1 -1
M(G)'M(F):(o 1 1)(% (1)>=(3 )

Ahora hallemos la matriz de GoF y la matriz de FoG a partir de las respectivas

féormulas:
1 -1 -2
M(FoG)=(1 1 o0

2 0 =2

Mo = (3 7)

Entonces hemos comprobado, con un caso particular, que:

M(GoF) = M(G).M(F)
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M(FoG) = M(F).M(G)

Es decir que la composicion de transformaciones lineales se expresa
matricialmente a través de un producto de matrices.

Matriz asociada a la composicion de transformaciones

lineales
Sean F y G dos fransformaciones lineales tales que:

F-U-V ; GV-W

Y sean By, B,, B; bases de U,V y W respectivamente, entonces se puede demostrar
que:

M(GOF)3133 = M(G)BZB3- M(F)3132

Inversa de una transformacion lineal

Sea T:V - W una transformacion lineal biyectiva (isomorfismo), entonces existe la
transformacioén inversa:

T-h:W->V tal que T"'W)=ve Tl =w

T-1 también es una transformacién lineal biyectiva:
T-1oT = Idy,
ToT ' =1d,

Observacion: Para que exista una transformacion lineal biyectiva entre dos
espacios vectoriales, éstos deben tener la misma dimensién. sPor qué?
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Ejemplo
Sea la transformacioén lineal T:R? - Py, T((a,b)) = a — b + 2ax

5Cudl es el nicleo de T?

a—b=0 P
2q =0 =>a=0=0b

a—b+2ax=0x+0> {
Nu(T) = {(0,0)}
3Cudl eslaimagen de T?
T((1,0)) =2x +1
T((0,1)) = -1+ 0x

Estos dos polinomios zson LI o LD?2 Son LI, y por lo tanto la dimensidén de la imagen
es 2.

Laimagen ‘vive' en P,, enfonces:
Im(T) =P,

Comprobamos que T es un isomorfismo, entonces existe la tfransformacion lineal
inversa

T-1:P, > R?
T((1,0)) =2x+1
T((0,1)) = -1+ 0x
Enfonces:
T-1(2x + 1) = (1,0)
T-1(-1+ 0x) = (0,1)
sEstd bien definida 7712 Si, porque {2x + 1,—1} es una base de P; (TFTL).

Matriz de la transformacion inversa
Sea T:V -» W isomorfismo, dim(V) = dim(W) =n, y M(T)gg € R™™ la matriz
asociada a Trespecto de las bases By B'.

Recordemos que el rango de la matriz asociada es igual a la dimension de la
imagen.

Como T esisomorfismo, Im (T) = W y porlo tanto:  (rg(M(T)gg’) =n

Entonces M(T)gp esinversible y suinversa es la matriz de T~ respecto de las
bases B' y B:
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(M(T)gp) ' = M(T V)prp

En el siguiente esquema se puede observar cémo operan las matrices M(T)gp' y
M(T™H)prp:

M(T )gp
[v]s — [Tl

H
M(T~Y)pg
Caso particular: Vv =W = R",
A=MMgg > A1 =MT Vg

Ejemplo
SeaT: R® - R3unaTl, tal que T(x,y,2) = (x+v,x — z2z), hallarla formula de T—1.

Resolucion
Construyamos la matriz asociada a la TL en las bases candnicas:
1 1 0
MT)=A=[1 0 -1
0 0 1
Sabemos que A~ serd la matriz asociada ala TL inversa:
0 1 1
MTH=A4"1=(1 -1 -1
0 O 1

Y a partir de la matriz esténdar de la TL inversa podemos hallar la féormula de la TL
inversa:

T-1.R3 - R3, T‘l((x,y,z)) =(y+zx—y—122)

EPL 8
Dadas las transformaciones lineales:

FdeR3->R?, F(x,y,2) =(x—y,y+2z) y GdeR?->R3® ,G(a,b) = (a+b,0,2a+
kb)

a) Determinar todos los valores de k para los cuales F o G es biyectiva
(isomorfismo).

b) Para k =1, obtener (F o 6)~1(1,0).
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Matriz de cambio de base

Queremos construir una matriz que nos permita cambiar las coordenadas de un
vector en una base por las coordenadas del mismo vector en otra base.

Consideremos en un espacio vectorial V la funcién identidad, que fransforma
cada vector en si mismo. Dejamos a cargo del lector demostrar que es una T.L.

Id:V >V |Ildlv)=v

Observacion: SivV =R, la funcién identidad es f(x) = x.
Tomemos un par de bases del mismo espacio vectorial V:

B ={vy,..,v,}

B' = {wy,...,w,}
Construyamos ahora la matriz asociada a la fransformacion lineal identidad:

MUd)pp, = ([valp', ..., [Vn]pr) € R
Recordemos que:
M(F)gg: [vlg = [F(¥)]g

En el caso particular de la transformacion identidad, teniendo en cuenta que
Id(v) = v, resulta:

M(Id)gp. [v]g = [v]p

5Qué efecto produce esta matrize Cambia las coordenadas, o sea el sistema de
referencia. No transforma el vector pues Id(v) = v.

M(Id)gg' se denomina matriz de cambio de base de B a B'.

5Qué rango tiene esta matrize Tiene rango n ya que sus columnas son LI por ser
coordenadas de vectores de una base de V.

Por ser M(Id)zz' € R™™ de rango n, €s inversible.

5Qué efecto produce la matrizinversa2 Nos permite volver a la primera base,
como lo indica el siguiente esquema:

M(Id)BB'

[v]p — [v] B’

M(Id)B’B

Si P = M(Id)gg entonces P™! = M(Id)gp.
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Ejemplo 1
Consideremos las siguientes bases de R?:

B, ={(1,0),(1,3)}

B, ={(0,1),(1,1)}

E ={(1,0),(0,1)}

a) Hallar M(Id)g, 5,
b) Hallar M(Id)g, g
c) Hallar M(Id)gg,

Resolucion
item a

Se construye la matriz de cambio de base buscando las coordenadas en la base
B, de los vectores de la base B;.

M(Id)3132 = ([Ul]Bz [VZ]BZ)
Busquemos las coordenadas de (1,0) en la base B,:
(1,0) = a.(0,1) + B8.(1,1)

sa= -1 AB=1

=100l = ()

Busquemos las coordenadas de (1,3) en la base B,:
(1,3) =a.(0,1)+ B.(1,1)

Sa=2 Af=1
=10, = ()

= (3 )
ftem b

Se construye la matriz de cambio de base buscando las coordenadas en la base E
de los vectores de la base B;.

M(Id)BlE = ([vilg [v2lg)

Pero las coordenadas en base candnicas son las mismas componentes del vector.
Podemos verificarlo para (1,0):

(1,0) = (1,00 + B0 1) >a=1,=0
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Entonces las coordenadas de (1,0) en la base candnica son justamente ({):

.0l = ()

Para el vector (1,3) podemos escribir:

1
(3 = (5)
Asi que la matriz de cambio de base resulta:
1 1
M(Id)BlE = (0 3)

Que podemos decir que se construyd ubicando a los vectores de la base B, =
{(1,0), (1,3)} como columnas de la matriz.

item c

Se pide que hallemos M(Id)gp,. pero segun hemos visto esta matriz es la inversa de
M(Id)g,:

Ejemplo 2

Sean B, y B, bases de R? tales que P = (1 1

0 _3) es la matriz de cambio de base

de B; O B,.

a. Si [ulg, =(7!) calcular [ulg,
b. Si[vls, = () calcular [v]s,
c. SiB; ={(1,3),(0,4)}, obtener la base B,. 3Es Unica?

Resolucion
ftem a

Segun la propiedad de la matriz de cambio de base:

P.[ulg, = [ulg, = [uls, = ((1) _13)(_41) - (—312)

sPodemos determinar cudl es el vector u2 No, porque no tenemos informacion
sobre las bases.

item b

Ahora es en sentido contrario:
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ftem c
En este punto nos dan la base B;:
B, ={(1,3),(04)}
sPuede determinarse B,?2
Sabemos que:
14((1,3)) = (1,3)
1d((0,4)) = (0,4)

v, = (1,3) Uy = (0'4‘)
P=MUd)pp, = ([n1ls, [v2]s,)= ((1, _13)

Queremos obtener:

B, = {W1 , Wz}

1,3)=1w; +0.w, >w; =(1,3)

_(04)—(1,3) _ (1 1)
3" 3

04)=1w;+(-3)w, 2w, = =

Quiere decir que si tenemos como dato la matriz de cambio de base, podemos
determinar la base B, a partir de la base B; y viceversa.

Como afecta un cambio de base
a la matriz asociada a una TL

En este apartado nos interesa estudiar cudl es la relacion entre dos matrices
asociadas a una misma transformacion lineal, pero que estdn expresadas en bases
diferentes.

Sean:

e T:V - W una transformacion lineal
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e B,B;basesdeV

e B, B,basesde W

e Idy la transformacioén lineal identidad en el espacio vectorial V
e Idy latransformacion lineal identidad en el espacio vectorial W

2Qué relacion existe entre M(T)g, g, Y M(T)p,p, ¢ :COmo se podria a partir de

una de ellas calcular la otfra?

Por las propiedades de las matrices asociadas a una TL, puede afirmarse que:

M(T)Ble [U]B1 = [T(V)]BZ
M (T)B3B4 [17]33 = [T(U)]B4
M(IdV)B331 [U]B3 = [V]Bl

M(Idy)g,s,[T(W)]p, = [T(V)]s,

Si el lector leyd cuidadosamente las igualdades anteriores, estard convencido de
que son vdlidas (si no estd convencido, sugerimos consultar por el foro). Las
relaciones enunciadas pueden verse convenientemente en el siguiente esquema:

M(T)p, s,
[v]s, [T(¥)]g,

M(IdV)B3B1 M(IdW)BzB4

[v]g, [T(W)]g,

M(T),s5,

De todo esto es posible deducir que:
M(T)B3B4 = M(IdW)B2B4' M(T)Ble- M(Idv)3331

Caso particular de R" a R"

Nos interesa especialmente el caso de las TL T: R® - R", y la relacion entre la
matriz estandar y otra matriz asociada M(T)gg . con B base de R™. Volvamos a
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construir el esquema para este caso particular:

M(T)g
[v]e [T(W)]e

P=M(Id)BE P_1=M(Id)EB

M(T)gp

Habiamos visto que:
M(T)B3B4 = M(Id)3234- M(T)3132 . M(Id)3331
En este caso particular la expresion queda:
= M(T)gg = M(Id)gg-M(T)gg- M(Id) g
Por lo tanto:
M(T)gg = P"YM(T)ge P donde P =M(d)gg

Ejemplo
TR? - R?

noe =)

B = {(1:1; )l (3, _2)}
Queremos encontrar M(T)gg .

Calculamos la matriz de cambio de base:
1 3
P=MUdgs=(; )

Buscamos su inversa:

Entonces resulta:
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Mgy = PLMDeP = °))

Observemos que en esta base B, la matriz asociada es diagonal.

Dada una TL en R, 3cudndo es posible hallar una base B de modo que la matriz
asociada en esa base resulte diagonal? La respuesta la encontraremos en la
préoxima unidad.

EPL 6

a) Eligiendo una base adecuada, definir una fransformacién lineal T:R3 - R® que
represente la simetria (reflexion) respecto del plano m: x—z=0.

b) Hallar si es posible, una base B de R3 de modo que la matriz asociada a T sea:
1 0 O
M(T)BB =10 1 0
0 0 -1

Sugerencia: si B = {v,,v,, 13}, 3cudles son los transformados de los vectores de B2
(Tener en cuenta cémo se construye M(T)gg).

d) Obtener la matriz de T respecto de la base candnica de R3.
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