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Potencias de una matriz
diagonalizable

Sea A € R™" diagonalizable. Es decir, existe P € R™" inversible tal que:
P7'AP =D
donde D es una matriz diagonal.
Recordemos que:
Aes diagonalizable & A tiene n autovectores LI en R™

En la diagonal D que se obtiene estdn los autovalores ordenados de acuerdo con
el orden de los autovectores en las columnas de P:

A4 00
p—lAp=D:<0 O)
0 0 4,

Cdémo veremos a continuacion esta relacion permite calcular facilmente potencias
de matrices diagonalizables.

Considerando que P71 A.P = D y multiplicando a la izquierda por P y a la derecha
por P71, se obtiene:

PP~ A PP1=pP.D.P!
I I

= A=PDP!
Ahora, calculemos AZ:
A? = (PDP~Y).(PDP™Y) = PDP~L.PDP!
El producto de matrices es asociativo, entonces:
A2=pPDIDP?
A? = pp?p?

En general, en términos prdcticos, es mucho mds sencillo calcular D? que A2, ymds
aun en caso de gque los exponentes sean mayores.

Las potencias de una matriz diagonal se obtienen calculando las potencias de los
elementos que estan en la diagonal principal:

A .. O L L0
D=<S S):Dk= oo
0 .. A 0 .. A,°

En conclusibn hemos encontrado que para cualquier matriz A diagonalizable:
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A¥ = ppkp~1 | ke N

Ejemplo 1

10 o _ (1 3
Calcular A'Y, siendo A_(Z 2)
Resolucidn

Vamos a intentar diagonalizar A para no tener que calcular:

AAA .. A

10 veces
A

Si A es diagonalizable serd posible hacer:
A10 — PDlOP—l
Veamos si A es diagonalizable. Se puede verificar que sus autovalores son:
/11 =4 ) Az =-1

Ya es posible afirmar que es diagonalizable, porque autovectores asociados a
autovalores distintos son LI.

El lector puede verificar que los autoespacios son los siguientes:

51m={()e v

=) v

Luego podemos armar la matriz P:

P= (1 —32)
Obtenemos su inversa:
23
pr=(] Y
5 5

Calculamos el producto:

pTiAp = (g —01):D

Por la propiedad que hemos visto:

AlO — PDlOP—l
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3

5 _(419431 6291450)
1 419439 629146

5

Diagonalizacion de matrices
simétricas

En la unidad 6 (autovalores y autovectores) habiamos visto algunas propiedades

de las matrices simétricas que refomaremos aqui para poder aplicarlas al estudio
de las coénicas.

> Am:(i _32)(4(1)0 (_2)10)-

yill m 1l N

Si A € R™" es simétrica ( A = At ), entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Todos sus autovalores son reales.

2. A #= 1, = v; L v, (autovectores asociados a autovalores distintos son
ortogonales)
3. Aes ortogonalmente diagonalizable, es decir:

A simétrica = 3P ortogonal | P"1AP=P'AP =D

Nota: Recordemos que P € R™™ es orfogonal siy sélo si Pt = P~1. Las matrices
ortogonales se caracterizan porque sus columnas son vectores ortogonales y de
norma (maédulo) 1.

Ejemplo 2
Calculemos la diagonalizacién de la matriz:
(3 4
4= (4 9)

El lector puede verificar que sus autovalores y autoespacios son:

1
A=11, §, = gen{(z)}

o1 e[ )

Observamos que los autoespacios son ortogonales (propiedad de las simétricas).
Podemos construir la matriz P (cuyas columnas son los autovectores) que permite
diagonalizar A :

-G )
rar=0=(3 9

Si bien las columnas de P son ortogonales, P no es una maftriz ortogonal porque sus
columnas no tienen médulo 1. Nos falta normalizar los autovectores, o sea obtener
SUS versores asociados:




AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 8

. 11 o _1(=2
vl_ﬁ(z) ' UZ_\/E(1)
Entonces podemos diagonalizar A mediante una matriz Q ortogonal:
/1 -2
0| 5

V5 5

Esta matriz si verifica:

|Q'1AQ =Q%A.Q =D diagonalizacién ortogonal de A

EPL 1
Encontrar una matriz A € R?*? simétrica que verifique las siguientes condiciones:

A)= () ¥ derny =

Sugerencia: Tener en cuenta que 4, .4, = det(4)

Rototraslacion de conicas
Ejemplo O

Dada la ecuacién en R?: 3x2+9y2=6
Podemos identificar, por los signos de los coeficientes, que corresponde a una
elipse cuya ecuacién candnica es:

2

LS
: =

w|1\>|\<

Ejemplo 1: una elipse rotada

Nos interesa descubrir qué curva estd representada por la siguiente ecuacion:
3x% + +9y2=6 [1]

Aparece en esta ecuacion el término , denominado término rectangular o de
producto cruzado.

Usamos GeoGebra para obtener la grdfica de esta conica:
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Observamos que se trata de una elipse cuyos ejes no son paralelos a los ejes
coordenados. Veremos a continuacion cémo hallar las direcciones de esos ejes
para obtener la ecuacién candnica e identificar analiticamente la conica.

Retomemos la ecuacion [1]:
3x2+8xy+9y?2=6

Esta ecuacién puede expresarse matricialmente como sigue:

wn( )0

Los coeficientes de x2 y de y? van en la diagonal:

RGN WEE:

Y el coeficiente del término rectangular se divide por dos para completar una
matriz simétrica:

N 9()=6

Verifiquemos que efectivamente se obtiene lo mismo:

(G o))

X
= (Bx+4y 4x+9y)(y>=6

= Bx+4y)x+ (4x+9y)y=6
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= 3x2 + 8xy + 9y? = 6jVerificado!
La expresion 3x2 + 8xy + 9y? se denomina forma cuadrdtica y la matriz simétrica
, _(3 4
que la caracterizaes A = (4 9).

Por ser A una matriz simétrica, es ortogonalmente diagonalizable.

Como habiamos visto en un ejemplo anterior:

2 1 0 1

[ 3,
§3)e

QtAQ =D

La matriz Q, cuyas columnas son autovectores unitarios de A, representa un
cambio de base como veremos a continuacion.

RECORDATORIO CAMBIO DE BASE (UNIDAD 5)
Tomemos un par de bases del mismo espacio vectorial V:
B={vy,..,v.} Y B ={wy,..,w,}
Construyamos la matriz asociada a la transformacioén lineal identidad:
M(Id)pp, = ([valp’, ..., [Vn]pr) € R

Esta matriz, lomada matriz de cambio de base de B a B', permite pasar de
coordenadas en B a coordenadas en B’ :

M(Id)gp.[v]p = [v]p

Si consideramos las bases B = {( L2 ),(—i i)} ,B' = E (base candnica de R?) y

V5’5 NS
llamamos:
o [v]g= (;) a las coordenadas de un vector en base canénica
o [v]p= (;;) a las coordenadas en la base formada por las columnas de Q
Resulta:
Q =M(Ud)gg
Por lo tanto:
Q [vlg = [vlg
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x' X
o(5)=)
y y
Trasponemos ambos miembros de la igualdad:
(x »)="y)e*

Sustituimos en [1]:

«na(N=6 = wyeae(’)=6
y y'

Como Q es ortogonal, se verifica:
Q'AQ=Q7'AQ=D

Y entonces la ecuacion de la cdnica en el nuevo sistema de coordenadas es:

wnfl (5)-s

1Mx? +1y?% =6

Observamos que representa una elipse cuya ecuacién candnica es:

5Como se grafica esta elipse?

El cambio de base que realizamos define un nuevo sistema de ejes ortogonales.
Las columnas de Q indican direccién y sentido positivo de estos nuevos ejes.

/1 -2
Q=|§ ?I
\& %/
U Uy
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1.5 1

25

-1.5 1

A continuacién generalizaremos el método de eliminacion de productos cruzados
que hemos aplicado en el ejemplo anterior.

Eliminacion de productos cruzados

Dada la ecuacién en R?:
ax?+bxy+cy? =k

forma
cuadratica

1) Buscamos la expresion matricial de la forma cuadrdtica:

N T

ax? + bxy + cy? = (x y) (;) =k [1]

NS Q
a

LamatrizA = es la matriz simétrica que caracteriza a la forma cuadrdtica.

NS Q
a NI

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma cuadrdtica:

Como la matriz es simétrica, es ortogonalmente diagonalizable. Entonces
3Q ortogonal tal que Q'A Q = D. La matriz Q la obtenemos con los autovectores
normalizados.
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Como las columnas de Q son perpendiculares y unitarias (de norma 1), se verifica
que @t =Q "

3) La matriz Q@ hallada nos permite proponer un cambio de base o de
coordenadas:

(5)=c (") > (x ¥)= (Y
yl
4) Reemplazamos en [1]:

(x'y") Q'AQ <x> =k
5 y

('y") (’})1 fz) <;) =k

Mx't+ A,y =k [2]

Con este procedimiento pudimos eliminar el término de producto cruzado,
obteniendo la ecuacién de la coénica en el nuevo sistema de coordenadas.

Ejemplo 2: una hipérbola rotada

Hallar la ecuaciéon candnica y graficar la cdnica dada por la ecuacion:
x*+4xy+y*=9

Resolucién

El término de producto cruzado 4xyindica que la cénica estd rotada respecto de
los ejes candnicos.

1) Buscamos la expresion matricial:

6 ()=
12y,

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma cuadraticaA = (2 1
Dejamos a cargo del lector comprobar que los autovalores son:
A=-1, 1=3

Y los autoespacios:

so=genl( 1)} s =en(})

Con los autovectores hallados podemos armar la matriz Q ortfogonal (de columnas
ortogonales y de modulo 1):
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1

Q=( : ‘?\
2

2

sl -

\"% %/

Uy U

Recordemos que las columnas de Q indican la direccidn y sentido positivo de los

nuevos ejes x’ e y'.

3) La matriz Q hallada nos permite proponer un cambio de base o de
coordenadas:

X x’ 17 t
= 0. , . (Y =@y
y y
—— N——
coordenadas coordenadas
en la base en la base
candnica de autovectores

4) Reemplazamos en la expresién matricial:
xl _1 0 xl
ra,! t —_ Ay j—
(xy)Q;lQ(y,)—‘? = &) (7, 3)<y,)—9

—x"?+3y%=9
x,2 y,2

—_ =1
9 * 3

Esta es la ecuaciéon candnica de una hipérbola de eje focal y’, cuya gréfica es:



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 8

sCudles son las coordenadas de los vértices de la hipérbola respecto de la base
candnica?

Las bases de los dos sistemas de coordenadas que estamos utilizando son:

o 1 /1
_ ’ V2 N
B‘{(o)'@} A N O Y
V2 V2

De la ecuacidon candnica se deduce:
Coordenadas de los vértices en B’ = + (\/05)

Realicemos el cambio de coordenadas:

xy (% X _/% % 0\ %
(y)_Q<y’) > (y>_k 1 1)(i\/§)_i V3
RERp -

Estas son las coordenadas de los vértices de la hipérbola respecto de la base
candnica.

EPL 2

Dada la ecuacién: (x ¥) A (;) =4, con A= (g g)
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a) Obtener la ecuacién candnica e identificar la cénica correspondiente. 3 Cudll
es la direccion del eje focal de dicha conica?

b) Considerando la misma A, analizar qué lugar geométrico representa la
, X
ecuacion (x )’)A(y)=k para: k>0, k=0, k<0

Ejemplo 3: roto-traslacion de una cénica

Consideremos la siguiente ecuacion:
x2+4xy+y*+6x—9y =9
Nos interesa saber qué coénica representa y graficarla.

forma términos
cuadratica lineales

x%2+4xy+y2+6x—9y =9

El término de producto cruzado senala que la cdnica estd rotada respecto de los
ejes candnicos.

Ademds, como habiamos visto en la unidad anterior, los términos lineales indican
gue posiblemente sea necesario realizar una traslacion (completando cuadrados)
para identificar y graficar la cénica.

1) Buscamos la expresion matricial:

ey D)re-a()=9

Les sugerimos comprobar que se obtiene la ecuacién dada.

Generalizando, la escritura matricial de los términos lineales es la siguiente:

dx+ey=(d e) (;)

12)

2) Diagonalizamos ortogonalmente la matriz de la forma cuadrdatica 4 = (2 1

3) La matriz Q hallada nos permite proponer un cambio de base o de
coordenadas:

Estos dos pasos ya se hicieron en el ejemplo anterior, siendo:

R
~(35) o= Y
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(§)=Q(§) > (& =&Y

4) Reemplazamos en la expresion matricial [1]:

(x'y")QAQ (x'>+(6 —9)Q<x,)
y y’ yl
11
(x'y')(_ol g)(;)ﬂe —9) ‘/51 ‘/15 <;‘,)
V2 V2

_ ! 15 3 !
e A6 G - 0)

[2 + 3 [2 + 15 14 3 ! 9
—X —Xx ——=y =
y NG \/Ey
Observamos que los términos lineales se modifican por el cambio de base
realizado.

Hasta aqui, pudimos eliminar el término de producto cruzado definiendo un nuevo
sistema de ejes paralelos a los ejes de la conica.

5) Efectuamos una traslacién para obtener la ecuacion canénica.

Tal como habiamos visto en la unidad anterior, el método de completar
cuadrados nos permite ubicar el centro o el vértice de la cdénica y obtener su
ecuacion candnica.

’2+15 "4 3y’2 S 9
—Xx —X -—y' =
NN 14

2

-3 -Gl -5 -G |-

IR R

2

(, 15)2+225+3(, 1) 3
_x__ — — — — —
8 2v2/ 8

(-2 el -

() )
75 E

4 4
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Obtuvimos la ecuacién ordinaria de una hipérbola que tiene las siguientes
caracteristicas:

1. Esté rotada respecto de los ejes candnicos. Las direcciones y sentidos positivos
de los nuevos ejes x' y' estdn dadas por las columnas de @, como habiamos visto.

2. De acuerdo con los signos en la ecuacion, el eje focal es paralelo al eje x'.

3. Las coordenadas del centro de la hipérbola en el sistema x' y' son:

15 8 1
2V2 2V2

Para obtener la ecuacién candnica, planteamos las ecuaciones de traslacién:

( 15
|xu — 4! _
4 2V2
| Aprr — oyt 1
¥ 2V2
xuz y”2
= s ol
4 4
- 5V3 -
semieje real = > =433 , semiejeimaginario = 5= 2,5

Con esta informacién podemos realizar un grafico aproximado de la hipérbola.
Primero indicaremos los tres sistemas de ejes:
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Ahora ya podemos realizar la grdafica de la hipérbola:
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5Como podriamos hallar las coordenadas del centro de la hipérbola respecto de
la base canénica?

NN

0
Coordenadas del centroen x”y” = ( )

0
15
Coordenadas del centroen x'y’ = 2‘1/7
2v2
RSP
X x —
Coordenadas del centro en xy = (y> = Q. (y') = \/El \/17 2\1/7 - (_3 5)
V)

Ejemplo 4: rototraslacion de una parabola

Consideremos la ecuacion:

x2 —2xy +y*+V2x —2V2y = 0
Nos interesa hallar la ecuacién candnica y graficar la codnica correspondiente.
Resolucion

1) Escribimos la forma cuadratica matricialmente:
e, 7 (;) +(VZ -2V2) (;) =0 [1]
2) Diagonalizamos ortogonalmente y planteamos las ecuaciones de rotacién:
i
=7 7] 2= )
\% =

3) La matriz Q hallada nos permite proponer un cambio de base o de
coordenadas:

(x)=Q<;:> , (x y)=E'yHet

4) Reemplazamos en [1]:

1 1
'y (§ ‘2’)(;:>+(ﬁ —zﬁ)(? f\(;%o
\z %)
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x' x'
© 2y')(,)+(—1 —3)<,>=0
y y

2y —x'=3y' =0
Cobmo aparece y’2 y No aparece x"? suponemos que serd una pardbola.

Trataremos de expresarlo como(y” — )2 = 4c(x’ — a):

2y —=3y'=x
3
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, 1 0 . .« e .y
Como 4c = 5> 0, la pardbola se abre hacia el semieje positivo de x"'.

Le proponemos al lector que busque las coordenadas del vértice en la base
candnica.

EPL 3

SeoA=(2 2

2 5
ecuacion:

), obtener la ecuacién candnica y graficar la cdnica dada por la

@ na)+o evd () =1

Nota: ver EPL2, la matriz 4 es la misma.

Clasificacion de las conicas
segun autovalores

Sea la ecuacion en R?:
X X . L.
e = con simétrica
(x )’)A(y)+(d )(y)+f 0 A € R¥*2 simét

De acuerdo con los diferentes ejemplos desarrollados, podemos concluir que los
autovalores de la matriz A permiten identificar el lugar geométrico
correspondiente:

Autovalores de A Lugar geométrico
1.4, >0 Elipse o punto o conjunto vacio
.1, <0 Hipérbola o dos rectas concurrentes
A4, =0 Parabola o dos rectas paralelas o conjunto vacio

cRotacion pura o composicion de rotacion
y simetria?

Al diagonalizar una matriz simétrica de R?*? se obtienen dos autovectores
ortogonales. 3Qué efecto tiene el orden de los autovectores en la matriz Q sobre el
nuevo sistema de ejes?

Veamos las diferencias entre los desarrollos indicados en cada columna:
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Rotacion pura
Queremos eliminar el término rectangular:
X+ dxy + ¢ =1

@ 0y D()=1

Hallamos autovalores y autovectores:

A=-1= 5, =5m{(1_11]}
A=3=5= HE“{(lJ}

Usamos un orden de los autovectores para
construir P. Aca esta la diferencia:

1 1
7 5
o=| VZ Il det@=1
V2 V2
A

Haciendo el cambio de variables la ecuacion
queda:

_fo- L 3}-’r: =1

La grafica correspondiente es:

Interpretacion geométrica
El nuevo sistema de ejes se obtiene con una
rotacion de 45°.

Rotacion y simetria
Queremos eliminar el término rectangular:
4+ dxy +yF =1

« 0 ()=

Hallamos autovalores y autovectores:

A=3= 5= 93”{@1}
A=—-1=5,= EE‘”{(-LJ}

Usamos el ofro orden de los autovectores para
construir P. Aca esta la diferencia:

i 1
= =
e=|'% V2 det(Q) = —1
VZ V2
v

Haciendo el cambio de variables la ecuacion
queda:

sx.IZ _ }rFE =1

La grafica correspondiente es:

x!
3 4
=2
=3
» y'

Interpretacion geométrica
El nuevo sistema de ejes se obtiene
componiendo una rotacion con una simetria.

A los fines de eliminar el término rectangular para reconocer la cénica, cualquiera
de las dos formas es vdlida. Pero es usual frabajar con una matriz Q tal que det(Q) =

1, que caracteriza a una rotaciéon pura.

20
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EPL 4

En el siguiente grdfico se ven las direcciones de los ejes y la medida del semigje
mayor y semieje menor de una elipse rotada:

N y _

1
v T 4
-3 1 2 3
) ?
// <11
y,
s
// \\ X!
/// —2‘ \\\

Tomando la informacidén proporcionada en el grafico, se pide hallar la ecuacion
de la elipse en términos de x e y.

Sugerencia: pensar que se trata de resolver el problema inverso al habitual.

21
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