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Definicion de numero complejo

Un numero complejo z se define como un par ordenado de numeros reales:
z=(a,b) con a,b €R

donde el primer elemento del par ordenado se llama parte real del nUmero
complejo, y el segundo elemento se llama parte imaginaria:

Re(z) =a
Im(z)=b
En los nUmeros complejos se definen las siguientes operaciones:
(a,b) + (c,d) = (a + c,b + d)
(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Con estas operaciones, puede demostrarse que el conjunto de los nUmeros
complejos tiene las mismas propiedades que los reales con la suma y el producto.
No nos extenderemos desarrollando esta cuestion algebraica porque enla
prdctica lo usual es operar con otras expresiones de los nUmeros complejos, como
veremos a continuacion.

Podemos identificar de manera natural los complejos de parte imaginaria nula
con los nuUmeros reales:

(a,0)EC > a€ER

Por ofra parte, los nUmeros de parte real nula: z = (0,b) se denominan imaginarios
puros. Se define la unidad imaginaria:

i=(0,1) wunidad imaginaria
Podemos entonces deducir otra forma de expresar un nUmero complejo:

Z=(a,b)=a(i:92+b(£:2
1 i

z=a+bi formabinémica

Observacion: en algunos textos de Fisica y de Ingenieria la unidad imaginaria se
designa como j , para no confundir con la i que suele indicar la intensidad de
corriente eléctrica.

Dado que hemos definido un nUmero complejo como un par ordenado de
numeros reales, es natural interpretarlo como un punto del plano. En el eje de
abscisas (eje real) ubicaremos los complejos de parte imaginaria nula. Y en el eje
de ordenadas (eje imaginario) ubicaremos los imaginarios puros:
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Eje imaginario
3_
e—5+2i 21
1 ] 3 +l
; 0 PR .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
11

Operaciones en forma binémica
Suma y resta

Si z, = a+bi y z, = c+di, entonces:

z+ 2, = (a + bi) + (c +di) = (a+¢) + (b+d)i
Andlogamente: z; — z, = (a — ¢) + (b — d)i
Multiplicacion

z1.2, = (a + bi).(c+di) = ac + adi + bic + bdi?*[1]
sCudnto vale i?2

De acuerdo con la multiplicacién definida:
(a,b).(c,d) = (ac — bd,ad + bc)[2]

Para i = (0,1) resulta:
i?=(0,1).(0,1) = (—1,0)que identificamos con el nUmero real (-1).

En resumen:

Reemplazando en [1] resulta:
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z1.2, = (ac—bd) +i(ad + bc)
Pueden verificar que es coherente con la definicion [2].

Conjugado de un numero complejo

El conjugado de z = a + bi, se define asi:
Z=a—bi

Observamos que z y z son simétricos respecto del eje real, como muestra la
siguiente figura:

b z=a+bi

Propiedades:

1)z + Z=a+bi+a—bi=2a= 2Re(z)

2) z — 7 =a+ bi— (a— bi) =2bi = 2i.Im(z)(recordar que Im(z) € R)

3) z.Z = (a + bi)(a — bi) = a? — abi + bia — b%i? = (a®> + b?) € R > 0 paratodo z # 0
Division en complejos

Esta Ultima propiedad nos permite calcular el cociente entre dos nUmeros
complejos.

Seanz; =a+bi ,z,=c+di

Para hallarz, /z,multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado
del denominador:

Zy 71 Z

Zy  Zy Zy
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Entonces:

a+bi _a+bi (c—di) ac—adi+bci—bdi®> (ac+bd)+ (bc —ad)i

c+di cH+di (c—di) c? — d?i? c? +d?
R> 0
Ejemplos

Sean los niUmeros complejos:

21=2+3l, Zzzl_i; Z3=_3+l, Z4=1_i

Calcular:
Z, — 2Z
a. 1 2
Z4.Z
b. 143
2
Zo“ + z
c. 2 3
Zy
d Z3
Z
e. —
Zy

Resolucidon

item a
2, —22,=(2431)—2(1—0)=2-2+4+i(3+2) =5i
item b
z1.23= (24+30)(=3+1i) =—6+2i—9i +3i2=-9—7i
item c
Z2+z3=(1-)*+(-3+i)=1-2i+i?—34+i=-3—i
ftem d

Z4_ 1_l

1—i (—3—i)_—3+3i—i+i2_—4+2i_ 2 1
zs —3+i —3+i(3-)  9-i& 10

——+=i
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item e

zy 2+43i14+i 15
z, 1—i'1+i 2

Soluciones complejas de
ecuaciones cuadraticas

jHemos encontrado un numero cuyo cuadrado es (—1)!
sCudnto da (—i)% 2
A partir de ahora, podremos resolver ecuaciones como ésta:
x2+1=0
Esta ecuacidén tan sencilla, no tiene solucidon en R, pero si tiene solucién en C:
Se={i,~i}
Generalizando, la ecuacién cuadrdtica
x>+a=0 ,con a>0
no tiene solucién en R pero tiene dos soluciones en C: x;, = t iva

Ejemplo
Resolver las ecuaciones:

a)x2+5 =0
b) x2—4x+5=0
Resolucién
item a
x245=0 = x2=-5 = x=+5i Vv x=—-V5i
item b
Podemos usar la formula resolvente:

—(CH VP -ATS _4x2i

2 2 +t

= x=24+i V x=2-—1i
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Potencias de i

Las potencias de la unidad imaginaria tienen un comportamiento ciclico, como
veremos a continuacién:

Y asi sucesivamente.

5Como podemos determinar cualquier potencia de i , por ejemplo 14 2
Dividiendo el exponente por 4, se obtfiene: 514 = 128.4 + 2

Entonces resulta:

. . 4128 . .
{514 = j1284+2 — (;9)128 2 — 2 = _q
——

1

O sea que: %% = i?, siendo 2 el resto de dividir 514 por 4.
En resumen:

i"=i",siendo r el resto de la division de n por 4 (n € N)

Médulo y argumento de un
nimero complejo

Sea z=a+ bi (z#0)

Habiamos visto que un nUmero complejo puede representarse como un punto del
plano. Ese punto tiene asociado un vector que queda univocamente
determinado por su mdédulo|z| y suargumentod , tal como muestra la figura:
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Eje imaginario

— — — — = = =

a Ejereal

El mddulo se calcula como el mdédulo de un vector en R?:

|z| = va? + b2

Se define 6 = arg(z) como el dngulo entre el semieje positivo de abscisas y el
vector. El argumento puede determinarse, teniendo en cuenta los signos de a y
b con:

b
tg(9)=a, a=0

Ejemplo 1
Sea z = —3 ++/3i, hallemos su mddulo y su argumento:

2l = ((-3)2 + (V3) = VI2

Para hallar el argumento es Util hacer una grdfica aproximada de z:



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 9

V3
?_ ___________
|
|
| y
| 9
| /'
| 0
-4 3 -2 -1 0 1 2 3

A partir de esta grdfica observamos que z pertenece al segundo cuadrante.

Para hallar 6 resolvemos la siguiente ecuacioén trigonométrica:

V3

tg(0) = -3

Como se ha estudiado en el seminario de ingreso, existen infinitos dngulos tales
que su tangente es —/3/3. Los cuadrantes en los cuales la tangente es negativa
son el segundo y el cuarto.

Usando calculadora o la tabla de senos, cosenos y tangentes de dngulos notables
es posible hallar una primera solucién:

AngUIO en 0° 30° 45° 60° 90°
grados
Angulo en 0 n n ™ ™
radianes 6 4 3 2
Seno del 0 1 V2 V3 .
dngulo 2 3 -
Coseno del 1 V3 V2 1 0
dngulo > > 2
1 3
Tongen’re del 0 1 £ L 3 ;
angulo 3 3
De la tabla vemos que tg (g) = ? luego tg (— g) = — g

Con calculadora usando la funcidn arcotangente se obtiene:
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—0,523598776 = —% =0

Hemos hallado una solucién en el cuarto cuadrante; para obtener la solucidn en
el segundo cuadrante, sumamos T como muestra la siguiente gréfica:

P
——+n=-7
6
3-
24
?_ ___________
|
| 5
| 1 gT[
|
| '/'
' 0
4 33 2 4 o p T 2 3
6
,1-
El conjunto de las infinitas soluciones de la ecuaciontg(8) = —?es:

5
9=—%+2kn VO =Zm+2kn , kel

Pero, de acuerdo con los signos de a y b, sabemos que las soluciones del cuarto
cuadrante no describen a z.

Entonces resulta:

5
arg(z) :gn+2kn , kel

De estos infinitos argumentos se llama argumento principal de z, y se anota Arg(z),
al unico comprendido en el intervalo [0,2m).
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Luego el argumento principal de z es:

5
Arg(z) = grr

Ejemplo 2
Sea z = —0,5i. En este caso a = 0, entonces 8 no puede determinarse con la
féormulatg(0) = b/a. Sihacemos un grdfico:

Vemos que el argumento principal de z es 3m/2.

Generalizando:

Sia =0, z esimaginario puro y su argumento dependerd del signo de b:

T
a=0 A b>0 = Arg(z)=§

3
a=0 ADb<0 = Arg(z)=7

Observaciéon: Si z=0, |z| =0 pero el argumento no estd definido.

Forma trigonométrica o polar de
un nimero complejo

Consideremos la siguiente figura:
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Eje imaginario
bl ___ z
|
|
z
g |
|
|
6 |
l T T
a Ejereal
Se deduce que:
a =|z|cos(8) , b =|z|sen(0)
Entonces resulta:
z=a+ bi = |z|cos(0)+i|z| sen(B)
Por lo tanto:
z = |z|(cos @ + isen B) Forma trigonométrica o polar

En algunos textos se usa una abreviatura para la forma trigonométrica:
cos(@) +isen(8) = cis(0)

z = |z| cis(0)

Ejemplo
Expresar los siguientes nUmeros complejos en forma trigonométrica:
1. z,=—-3+/3i
2. Zz = _2
3. 23 = —2 - Zl
4. Z4_ = _1,5i
Resolucion

Debemos buscar el médulo y argumento de cada uno de los niUmeros complejos.
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Para z, ya habiamos averiguado mddulo y argumento, luego su forma
trigonométrica es:

5 5
Z1 = V12 (cosan + i.sengﬂ)

Para z, calculemos el médulo:

|z,] =V (=2)? =2

Para hallar el argumento, es muy Ufil pensar en la grdfica de z, = —2:

-4 3 -2 -1 0 1 2 3

z, estd sobre el semieje negativo real, luego el argumento principal es:
Arg(z) =m
Entonces:

z, = 2.(cosm + i.senm)

Observacién: Para z, = =2, resulta tg(8,) = 0 . La funcidn arcotangente
devuelve 6, = 0 pero este argumento no corresponde porque z, estd sobre el
semieje real negativo. Por eso, para hallar el argumento hay que tener presente la
ubicacién del complejo en el plano.

Para z; = —2 — 2i, hallamos el mdédulo:

23] = Y (=2)2 + (-2)2 = V8

Sabemos por los signos de ay b que estd en el tercer cuadrante y que:

tg(63) =1
Luego el argumento principal es:
A 5
rg(z3) = ZT[

Entonces:



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 9

5 5
Z3 = V8. (coszn + i.senzn)

Forma exponencial de un
numero complejo

Existe ofra manera de expresar los nUmeros complejos conociendo su mddulo y su
argumento, llamada forma exponencial. Esta expresion se basa en la siguiente
formula:

Férmula de Euler
Para todo x € R, se verifica que: e™* = cos(x) + i sen(x)
Sea 0 = arg(z) expresado enradianes. La expresion tfrigonométrica de z es:
z = |z| (cos 6 + i senf)
Aplicando la férmula de Euler, resulta:
z = |z|e'? Forma exponencial
Ejemplos

. T . T[ iz
z; = 30 = 3(cos§+lseni)=3e 2

V41 Vi ;7
Zy :1—i=\/§(cosT+isenT)= 2e'r

Operaciones en forma
exponencial

Puede demostrarse que la exponencial compleja verifica las propiedades bdsicas
de la potenciacion, lo cual permite resolver en forma sencilla las operaciones con
numeros complejos.

Si z; =|z4et0 vy z, =|z,|e!% ,resulta:

212, = |z4|e'%1|z,| '
Por lo tanto:
i(01+62)

Z12; = |z4]|z;] e

O sea: para multiplicar nUmeros complejos, se multiplican sus médulos y se suman
suUs argumentos.
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Andlogamente, para dividir nUmeros complejos, se dividen sus médulos y se restan
sus argumentos:

z1 _ 2l o0
z; |z,

Para calcular potencias:

z" = (|z|ei9)n, neN

Por lo tanto:
z" = |z|"e!™® , neN
Ejemplos
Sean:
z, = 30 = 3(cosz+isenz) = 3ei§
1 2 2

LT

ks ks
ZZ=1—i=\/§(cosr+isenr)=ﬁel4

Resolver las siguientes operaciones en forma exponencial:

Q) z;.z,
b) z/z,

C) 2110
Resolucidon

itema

T 7 . 9 .
Z1.25 = 3.2, eGram)i 3V2 ed™

En general suele utilizarse el argumento principal, que estd comprendido en
T

[0,2m). Teniendo en cuenta que zn =2m +% ,resulta Arg(z,z,) = +

Entonces:
Zl' ZZ = 3\/?6?

itemb
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l_TI 3

Buscamos el argumento principal: 57 —22n) =n

Queda entonces:

7,10 = 310,17

identidad de Euler

Como caso particular de la férmula de Euler, se deduce una de las férmulas mds
bellas de la Matemdatica, conocida como Identidad de Euler:

e"+1=0

Es notable por relacionar 5 de los nUmeros mds importantes de la Matemdatica:

e El O yell,neutrosrespecto de la sumay de la multiplicacion.

e ElnUmero  que relaciona la longitud de la circunferencia con su didmetro
y estd presente en varias de las ecuaciones fundamentales de la Fisica.

e ElnUmero de Euler e, que aparece en numerosos procesos naturales y en
diferentes problemas fisicos y matemdticos.

e La unidad imaginaria i, base para la construccion del conjunto C .

Dejamos a cargo del lector la comprobacién de esta identidad.

[}
Operaciones en forma
[} y & [}
trigonometrica
Traduciendo a la forma tfrigonométrica los resultados obtenidos, resulta:
2125 = |z1||25|[cos(8, + 0,) + i sen(6; + 0,)]

z z
i M [cos(8; — 0,) + i sen(6; — 0,)]
7y |z

z" = |z|™[cos(nB) + i sen(nd)] , n €N
NOTA PARA EL LECTOR INTERESADO:

Las férmulas del producto y del cociente pueden demostrarse a partir de
relaciones entre Ias funciones frigonométricas. Por ejemplo, el producto puede
deducirse a partir de las siguientes identidades:

cos(a + B) = cos(a).cos(B) — sen(a).sen(B) [1]
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sen(a + f) = sen(a).cos(B) + cos(a).sen(B) [2]

Sean z; = |z|.(cos(@) + i.sen( 0()) y qQue z, = |z,]. (cos(B) + i.sen(B)). Queremos
calcular el producto:

21.2; = |11z, (cos(@) + i. sen( @))(cos(B) + i. sen(B))
= |24]|2, 1. [cos(ax) . cos(B) — sen(a).sen(B) + i. (cos(a) . sen(B) + sen(a).cos(B))]
Por [1]y [2:
2.2, = |21]|2,|. (cos(a + B) + i.sen( o + 1))

Observamos que coincide con lo que habiamos deducido en forma exponencial.

Ejemplo
Sean:

Calcular usando la forma trigonométrica:

z1.75

Z3
Resolucion

Calculamos mddulo y argumento de cada uno:

il = (32 43" = VT2 rg(a) = Em = 5, = VTZeis (£

|z,] =/ (=2)24+0%2=2 ; Arg(z,) = = z, = 2cis(m)
|z3] = /(=2)2+ (-2)2 =8 ; Arg(z;) = zn = z, = 2cis(n)

Entonces:
7.z V12.23 (5 430 5 ) 8V3 (61 )
_— = LCLS | =TT T)——TMT ) =——.ClS|\—TT
Z3 22 6 4 V2 12

. . . 61
Si buscamos el argumento principal restando 4w de o obtenemos:
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83 (13 )
= .ClS 127‘[

V2

ELP 1
Completar la siguiente tabla:

Complejo Forma bindmica Forma trigonométrica Forma exponencial

Zl Z_Zl

Z3 Se:z

[} e v Y 4
Radicacion de numeros
[}
complejos
Criterio de igualdad de nimeros complejos
SeOnZl=a+bly22:C+dl
3Cudndo son iguales?
z1=2, © a=c AN b=d

Silos nUmeros complejos estan dados en forma trigonométrica, 3qué condiciones
deben cumplirse para que sean iguales?

Consideremos este ejemplo:
z; = 8 (cos(m) + i sen(m)) , 2z, =8(cos(3m) +isen(3m))

Observamos que tienen el mismo mddulo pero diferentes argumentos. Sin
embargo, silos traducimos a forma bindmica resulta: z; = z, = —8
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Teniendo en cuenta que un nUmero complejo tiene infinitos argumentos:
arg(z) = Arg(z) + 2kn , k€L
puede establecerse el siguiente criterio de igualdad de niUmeros complejos:
Sean
7z, = |z1]. (cosa + i.sen a)
7, = |z,|. (cos B + i.sen B)

|z1| = |z5|

“a=4 e {a—,@:an, ke

17

. . . 7 .
Ejemplo:3 cis G) = 3cis (— Tn) = 3cis (T)
El mismo criterio se aplica para la forma exponencial.

Ejemplo introductorio

Consideremos la siguiente ecuacion:
x*+1=0

Esta ecuacidn no tiene solucidn en R. Sin embargo, hay un notable teorema que
nos permite asegurar que si tiene solucién en C. Es el teorema fundamental del
Algebra, que afirma:

Todo polinomio de grado n > 0 tiene exactamente n raices (iguales o distintas) en
el conjunto de los nUmeros complejos.

Es decir que la ecuacion dada tiene exactamente 4 soluciones en C.
Despejemos x en la ecuacidon x*+1=0

x*=-1

x=V-1
Veremos a continuacion cdmo obtener las raices de un nimero complejo.
Radicacion
Dado z = |z|e'*, queremos calcular ¥z que llamaremosw.

Vz=w © whr=z

Si expresamos w en forma exponencial:

w = |w|etf
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Resulta, de acuerdo con la férmula de potenciacion:
wh = |W|neinﬁ
wh =z & |w|me™ = |z|e®
Teniendo en cuenta que:

Zl=ZZ =4

{ |z1| = |z,
arg(z,) —arg(z,) = 2kn k€Z

Resulta:

lw|™ = 1z](1)

n —
w _Z(:){nﬁ—a=2k1r, kezZ 2

De (1) se deduce:

De (2)se deduce:

Por lo tanto si z = |z|ei“:

Nz = T{/I?.ei(ﬁrzlkn) , kez

Ejemplo 1
Calculari/—1—1.
Resoluciodn

5
z=—-1—i , |z|=v2 , Arg(z):zn

Apliquemos la férmula que obtuvimos para las raices de nUmeros complejos:

3

<§n+2kn>
3 t (S 42
VT = VZ.e = YZ.elT5m) e,
Reemplazando k obtenemos soluciones:
6 i7Ii
k=0 = W0=\/§.€12
6 E7Ii
k=1 = W1=\/§.€12

21 .
k=2 = w,=32.e™

20
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29 .
6 —TTl 29 5 . .
k=3 = wy;=+V2.e1z, Sr=2m+om w; coincide con wy

37 .

6 =i 37 13 o

k=4 = w,=1V2.e1 L= 2”+E” w, coincide con w,
6 Bri a5 21

k=5 = wg=+2.e1z, L= 27‘[+ET[ ws Coincide con w,

Las soluciones empiezan a repetirse. Hemos encontrado fres soluciones distintas:
wy, Wy Y w,. Realicemos una grdfica con estas tres soluciones:

1.5+

0.5

-0.51

-1.51

Coémo se puede ver en la grdfica, las tres raices cubicas de z forman un fridngulo
equilatero.

Retomemos la formula de radicacion y analicemos cudntas soluciones distintas se
obtienen.

Para z = |z|e'* , habiamos obtenido:

21
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i af+2k7r)

7= ), kez

Asignando valores a k:

a+?2m
k=1 = B, = -

a+2.(2m)
k=2 = BZ:T

a+3.(2m)
k=3 = &:T

ken—1 o ﬁn_1:a+(n—1).(2n)

n

a+n(2r) «a
k=n>= ﬁn=T=;+2ﬂ=ﬂo
a+(n+1).2r) a+2n
n

k=n+1>= ﬁn+1= +2T[=B1

Vemos que a partir dek = n, empiezan a repetirse las soluciones.

Podemos concluir que las soluciones distintas se obtienen con k =0,1,...,n — 1. Por
lo tanto, la raiz enésima de un numero complejo tiene exactamente n soluciones:

a+ 2k11') ,
L

W:WB( n

Notemos que las n raices tienen el mismo médulo. Tal como vimos en el ejemplo 1,
podemos afirmar que las n raices enésimas de un nUmero complejo forman un

,k=0,1,...,n—1

poligono regular de n lados inscripto en una circunferencia de radio V/|z|.

EPL 2
Completar la siguiente tabla:

Forma

Complejo bindbmica

Forma trigonométrica Forma exponencial

. 6 cos (3) +en )
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1
Zy 263n

Ejemplo 2
Resolver en C la siguiente ecuacion:
x*+1=0
Resolucion
Despejando:
x =41

Luego debemos buscar la raiz cuarta de z = —1 = e™¢. Segun la férmula de
radicacion:

mT+2km .
4 R
x=\/Te( z )‘, k=01,23

Zi
=>x0=€4
3y
=>Xx, =e4
7y
=>x2=€4
Ly
$X3=€4

Grafiguemos estas cuatro soluciones obtenidas:
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15
"I_
W,
"
N o«
BN 051 -
f/-"
o i - . T T T >
- 0.5 LS 0.5 1 15
/ 05
I b
W
2 \ ]
I.-"'-.I3
-1

También se forma un poligono regular con las raices cuartas de z, en este caso se
frata de un cuadrado.

Applet de GeoGebra para explorar la
““geometria” de las raicés n-ésimas de un
namero complejo

En el siguiente applet es posible calcular y graficar las raices enésimas de un
numero complejo dado. Estd configurado para realizar raices de indice entre 2
hasta 8.

Se puede definir un complejo z en forma bindmica completando los casilleros, o
bien tomar con el cursor un punto del plano.

El indice de la raiz se puede seleccionar desde n = 2 hasta n = 8 moviendo el
punto sobre el segmento.

HTTP://BIT.LY/AGAGGB021

Les proponemos que elijan diferentes nUmeros complejos y calculen raices de
distintos indices.

Como habiamos visto anteriormente el grdfico de las raices de un nUmero
complejo es un poligono regular de n lados que estd inscripto en una

circunferencia de radio 4/|z|.
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Este applet puede usarse para verificar los resulfados obtenidos en algunos
gjercicios (por ejemplo en el EPL 2).

Ejemplo 3
Resolver la siguiente ecuacién Ry C:
x5+ 16x =0
Resolucion
En R:
Factoreando:
x(x*+16)=0

>x=0V x*+16=0
La segunda ecuacioén no tiene solucidn en reales, luego:
Sg = {0}
En C:

En Chay cuatro soluciones para la ecuaciéon x* + 16 = 0, que son las raices cuartas
de —16. Luego la soluciéon es de la forma:

S¢ = {0; Wo; Wy, Wa, Ws}

Donde wy, wy, w, Y wy son las raices cuartas de —16. Dejamos a cargo del lector el
cdlculo de las mismas.

EPL 3

Hallar z € C sabiendo que w =+/3 —i es una de las raices cUbicas de z.
Obtener y graficar el conjunto de raices cubicas de z.

EPL 4

TT.
Resolver en Ry en Cla ecuacion(x? + 3)(x3 + k) = 0sabiendo que X = 2e3'es una

de las soluciones.

Regiones del plano complejo

A continuacién veremos una serie de ejemplos que muestran cémo se puede
graficar una region del plano complejo que cumple con ciertas condiciones.

Ejemplo 1
Hallar la regidn del plano complejo determinada por:

{zeC: |z+2| <1}
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Resolucion
Si z=x+yi ,resulta:
Ix+yi+2]<1
[(x+2)+yi| <1
TRy

Observacion importante: La unidad imaginaria no interviene en el cdiculo del
moédulo: |a + bi| = Va2 + b2

Elevando al cuadrado ambos miemlbros:
(x+2)?+y%2<1

Podemos sustituir el simbolo de < por el de = para obtener la frontera o borde de
la region:

(x+2)?2+y2=1
Esta es la ecuacién de una circunferencia con centro en (—2,0) y radio 1.

Veamos una grdfica de la regiéon:

1.5
(x+2)°+y* <1

1_

0.5+

-0.54

Son todos los puntos que estdn a distancia menor o igual que 1 del punto (-2,0)

Ejemplo 2
Hallar la region del plano complejo determinada por:
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3
<arg(z) < Zn}

{ZE(C: lz| <2,

T

Resolucion

Esta regidn estd definida utilizando la expresion trigonométrica de un niUmero
complejo. |z| < 2 quiere decir que el mdédulo debe ser menor o igual a 2, y la ofra
condiciéon establece que el argumento estd entre /2 vy 3/4m.

Luego:

|z| <2/, arg(z) <-m

NS
IA

-0.54

Observacioén: z = (0,0) no estd incluido, porque no tiene argumento.

Ejemplo 3
Hallar la region del plano complejo determinada por:

T 3
{ZGC: lz+il<2, Egarg(z)gzn}

Resolucion

Esta regidn estd definida utilizando la expresion trigonométrica de un niUmero
complejo. |z + i| < 2representa al circulo con centro en —i de radio 2. La otra
condicion establece que el argumento estd comprendido entfre /2 y 3/4m.

Luego la interseccidon entre ambas regiones es:
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21 - < arg(z) < En
2 4
N
2 -1 0 1 2
1]
5]
-3

Noten que z = 0 no estd incluido porque no fiene argumento.

.z P . . , 3
Observacion: un error muy comun es indicar el dngulo dado por% <arg(z) < o7

con vértice en el centro de la circunferencia:

-2 -1 0 1 2
ERROR COMUN:
_1 r ’ °
Esta mal usar como vertice
el centro de la circunferencia.
_2-
-3
Ejemplo 4
{zeC: |z+i|l=]z—-1], Re(z) > 1}
Resolucidn
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Razonamiento analitico
x +iy+i| =|x+iy—1]
lx+ily+Dl=1(x-1)+iy]

Calculamos el mdédulo de cada complejo:

\/x2+(y+1)2=\/(x—1)2+y2 , x>1
X+ (@+1D)2=x-1D*+y?> , x>1
x2+y24+2y+1=x2-2x+1+y? , x>1
2y+1=-2x+1 , x>1

y=-x, x>1

Unidad 9

-0.5 1

-1.54

-2.5 1

Interpretacién geométrica

Sia, b € R entonces |a — b| representa la distancia entre a vy b.

Andlogamente se puede definir la distancia en €. Sean z,,z, € C entonces |z, — z,

es la distancia entre z, vy z,.

Luego |z + i| = |z — (—i)|representa la distancia entre z y —i.

29



AGA Virtual Segundo cuatrimestre 2016 Unidad 9

Y |z — 1| representa la distancia entre z y 1.

La ecuacidn|z + i| = |z — 1|caracteriza al conjunto de nimeros complejos que
estan aigual distancia de(—i) que de 1.

Traducido a R?, se trata del conjunto de puntos del plano que equidistan de
A(0,—1) y B(1,0), o seq, esla mediatriz del segmento AB. Considerando la
restriccién Re(z) > 1, se obtiene la gr&fica anterior.

Ejemplo S
Hallar la regidn del plano complejo determinada por:

Im(z—1i) =Re(z+1)
Resolucion
Escribiremos al nUmero complejo z como x + yi:
Im(x+iy—i)=Re(x+iy+1)
y—1=x+1
y=x+2

Veamos una grdfica de la regién (que es sencillamente larecta y = x + 2):

2.5

-0.5 1
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Ejemplo 6

Hallar la regidn del plano complejo determinada por:

{lz—i|+|z+i|=4
0<Arg(z)<m

Resolucion

[x +yi—i|l+|x+yi+i|l=4

e+ (y—1D2+x2+ (y+1)2=4
N T ) R RN N (S
Elevamos al cuadrado a ambos miembros:
X2+ -1D*=4*+x*+ (y+ 1) - 8{x2 4+ (y + 1)?
y2-2y+1=4"+y?+2y+1—-8{x2+ (y + 1)?

—4y —16 = —8y/x2 + (y + 1)?

y+4

sz

Volvemos a elevar al cuadrado a ambos miembros:

v +4)?
4

=x2+(y+1)2
(y+4)2 =4x2 +4(y + 1)?
y2+8y+16 =4x? +4y? + 8y + 4
0=4x%+3y2—12
12 = 4x? + 3y?
<

Se trata de la ecuacién de una elipse con eje focal vertical y centrada en (0,0):
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Pero también debe ser:
0<Arg(z)<m

Luego no es toda la elipse sino aquel arco que cumple con que el argumento estd
comprendido entre O y m:

|
%]

Interpretacién geométrica

{lz—i|+|z+i|=4
0<Arg(z) <=

|z — i|: representa la distancia de z a i.

|z + i|: representa la distancia de z a -i.
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Es decir que la suma de esas distancias debe ser constante, e igual a 4.

Traducido a R?, es el conjunto de puntos del plano tales que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos: (0,1) y (0,—1) esigual a 4. De acuerdo con lo que
hemos visto en la unidad de cdnicas, se frata de la elipse de focos (0,1) y (0,—-1) y
semieje mayor a = 2.

Para hallar el semieje menor aplicamos la relacion: a? = b? + ¢? , a partir de la cual
se obtiene b =+/3.

EPLS
Hallar analiticamente y graficar la region del plano complejo definida
por:

3m
(z€C: |z—2i|<2, Im(z) <0, SArg(z)ST}

IS
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