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TORRES

Universidad Tecnol6gica Nacional
Facultad Regional Buenos Aires Klo 23

Carreras:

INGENIERIA MECANICA (Plan 1994). INGENIERIA INDUSTRIAL - EN SISTEMAS DE
[NFORMACION - CIVIL - ELECTRICA - ELECTRONICA - METALURGIA - NAVAL
QUIMICA - TEXTIL (Planes 1995).

ASIGNATURA: ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA CODIGO : 95-6761
ORIENTACION : GENERAL Clase: Cuatr./Anual
DEPARTAMENTO: CIENCIAS BASICAS - U.D.B. MATEMATICA Horas Sem.: 10/ 5
AREA: MATEMATICA Horas/afio : 160

FORMACION BASICA HOMOGENEA (Resolucion N° 68/94)

Objetivos generales:

s Ser capaces de utilizar los conocimientos matematicos para resolver problemas basicos de la Ingenieria.
o Concebir a ]a Matemética como una préctica social de argumentacion, defensa, formulacion y demostracion.

Objetivos
especifices:

« Operar entre vectores.

= Operar con matrices. Evaluar determinantes.

« Analizar y resolver sistemas de ecuaciones lineales.

« Aplicar el concepto de espacio vectorial, dependencia lineal, bases y dimensiones.

o Aplicar las transformaciones lineales.

« Operar con autovalores y autovectores.

«  Operar y representar rectas y planos.

o Diagonalizar formas cuadraticas y aplicaciones en la geometria.

- Distinguir tipos de cénicas o cuddricas a partir de una ecuacién de 2° grado con 2 o 3 incognitas.
« Operar con curvas en paramétricas y polares.

s Aplicar cambios de sistemas de coordenadas.

« Utilizar la computadora como instrumento de resolucién de célculo y representaciones graficas.

Programa
sintético:

‘1. ALGEBRA

« Vectores y matrices. Operaciones bésicas.

» Algebra de matrices: matriz inversa, particion de matrices.

+ Ejemplos motivadores: cadenas de Markov, modelos de crecimiento de poblaciones, planificacién de
produccidn u otros

- Sistemas de ecuaciones lineales. Métodos de solucion.

» La nocion de los cuadrados minimos en el estudio de sistemas lineales.

» La matriz speudoinversa.

« Introduccion miotivada a los espacios vectoriales.

» Independencia lineal, bases y dimensién.

« Matrices y transformaciones lineales.

« Autovalores y autovectores.

« Diagonalizacién. Transformaciones de similaridad.

. Norma de vectores y matrices.

« Producto interno y ortogonalidad.

« Programa lineal.

«  Computacion numérica y simhdlica aplicada al algebra.
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GEOMETRIA

» Rectas y planos.
« Dilataciones, traslaciones, rotaciones.

o Conicas, cuadricas.

= Ecuaciones de segundo grado en dos y tres variables.
« Curvas paramétricas.

« Coordenadas polares, cilindricas, esféricas.

« Computacién grafica, numérica y simbélica.

Programa
analitico:

Unidad Temitica I: VECTORES GEOMETRICOS. RECTA Y PLANO
Adicién. Propiedades. Producto de un vector por un escalar. Propiedades. Médulo. Propiedades.
Producto escalar: definicion. Interpretacion geométrica. Producto vectorial: definicién.
Interpretacion geométrica. Producto mixto: definicion. Interpretacion geométrica.
Recta en R? . Plano. Recta en R3 . (enfoque vectorial). Distancias.

Unidad Tematica II: ESPACIO VECTORIAL
Espacio vectorial real: plano geométrico, espacio geométrico, polinomios. Combinacion lineal de
vectores.. Subespacio vectorial.. Definicion. Ejemplos. Enunciado de la condicién suficiente.
Dependencia e independencia lineal de un conjunto de vectores. Rango de un conjunto finito de
vectores. Sistema de generadores. Base y dimension de un espacio vectorial. Cambio de base.
Bases ortonormales: definicidn.

Unidad Tematica IH: MATRICES
Definicién. Igualdad. Adicion. Propiedades. Producto de una matriz por un escalar. Propiedades.
Producto de matrices. Definicion. Propiedades. Matrices especiales: triangular. diagonal, escalar,
unidad. transpuesta -propiedades-, simétrica y asimétrica -propiedades-, singular, regular,
inversa, ortogonal. Operaciones elementales en una matriz. Matrices equivalentes. Calculo de
una matriz inversa: Gauss-Jordan.

Unidad Tematica IV: BETERMINANTES
Determinantes. Definicién. Propiedades. Menor - complementario y cofactor de un elemento de
una matriz. Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (Laplace). Suma de
los productos de los elementos de una linea por los cofactores de una linea paralela. Matriz
adjunta: aplicacién del calculo de la matriz inversa.

- Unidad Tematica V: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Defmicion. Forma matricial: solucion. Estudio de la compatibilidad de un sistema de ecuaciones
lineales: Teorema de Rouche-Frobenius. Resolucion por los métodos: inversiéon de matrices,

“Gauss-Jordan. Regla de Cramer.

Unidad Tematica VI: TRANSFORMACIONES LINEALES
Definicion y ejemplos. Propiedades de las transformaciones lineales: recorrido y ntcleo.
Representacién matricial de una transformacion lineal. Matrices semejantes. Transformacion

identidad. Dilatacidn v contraccidn. Propiedades de una transformacion lineal.
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Unidad Tematica VII: CONICAS ‘
Definicion de lugar geométrico en base a la excentricidad. Elementos de las cénicas y
construccion. Parametrizacion de conicas.
Unidad Temdtica VIII: SUPERFICIES i
Las cuadricas en forma candnica. Estudio por secciones paralelas a los planos coordenados.
Superficies de rotacion. Conos y cilindros.

Unidad Tematica IX: AUTOVALORES Y AUTOVECTORES
Definicion. Propiedades. Célculo. Formas cuadraticas. Diagonalizacion de formas cuadraticas.
Sistemas dinamicos: Potencias de una matriz diagonalizable. Autovalores complejos: Niimeros
complejos, operaciones basicas. Lugar geométrico en el plano complejo. Aplicaciones a la
geometria.

| Metodologia de ensefianza

Clases tebrico-practicas incentivando la participacion activa de los alumnos y orientadas a la
comprension de los diferentes temas de la asignatura en forma integradora, no solo como herramientas
aisladas de calculo, y con aplicaciones a disciplinas ligadas con la Ingenieria. Disefio de trabajos
practicos especiales para la utilizacién de software matematico, con temas elegidos por los docentes y
temas libres a eleccion de los alumnos.

Cronograma: |
UNIDAD| N° DE SEMANAS N° DE HORAS N° DE SEMANAS N DE HORAS
( Cuatrimestral) (Cuatrimestral) (Anual) {Anual)
] 2112 25 5 25
1 2 12 25 5 25
i 1 1/2 15 3 15
IV 1 10 2 10
\ | 10 2 10
Vi 112 15 3 15
Vi 112 15 3 15
VI 1112 15 3 15
X 1172 15 3 15

N® de horas destinado a evaluaciones parciales v recuperaterios @ 15.
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Régimen
evaluacion

Consta de evaluaciones parciales y una evaluacion final.

* Con relacion a las evaluaciones parciales:

e Cuando el dictado de la asignatura es cuatrimestral la normativa vigente recomienda, por lo
menos, una evaluacion parcial. Este parcial se divide en dos partes: parte A (que incluye los
contenidos conceptuales de las cinco primeras unidades) y parte B (que incluye los contenidos
conceptuales de las cuatro unidades restantes).

La preparacion de ambas partes sera supervisada por los coordinaderes de Ja Catedra.
Para firmar la libreta de trabajos practicos y tener derecho a presentarse a la evaluacién final, el
ajumno debe aprobar ambas partes del parcial. De no cumplir con este requisito, estd previsto el
siguiente sistema de recuperacion: una fecha para recuperar la parte A, otra fecha para recuperar
la parte B y una Gltima fecha para recuperar A y/o B.

e Cuando el dictado de la asignatura es anual, se recomiendan dos evaluaciones parciales, que se
corresponden con la parte A y la parte B del régimen cuatrimestral.
Las demas consideraciones del régimen anual son analogas a las del régimen cuatrimestral.

Régimen promocional (sin examen final)

Por Ordenanza 643/89 del Consejo Superior de la Universidad Tecnologica Nacional, la
asignatura Algebra y Geometria Analitica cuenta con el régimen de promocion directa.
Para promocionar el alumno debera tener como minimo una asistencia de] 80% de la totalidad de las
clases y aprobar las dos evaluaciones parciales en primera instancia con un promedio de siete puntos
como minimo. Cuando el promedio resultare con fraccion de cincuenta centésimos se tomara el enterc
inmediato superior. La nota asi obtenida serd la calificacién definitiva.

* Con relacién a la evaluacién final :

Es individual y escrita. Se desarrolla [rente a un tribunal integrado por tres docentes de la
Catedra, elegidos aleatoriamente en cada fecha. Los miembros del tribunal pueden completar la
evaluacidn interrogando oralmente al alumno, si lo considerasen oportuno.

El alumno puede presentarse a rendir la evaluacion final hasta en cuatro oportunidades.

Bibliegrafia
Creneral:

o Howard Anton. Introduccian al Aleebra Lineal. Fd. [imusa.
o . Florey. Fundamentos de Algebra Lineal v Aplicaciones. kdit. Prenuee Hall,
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| Prerrequisito

Bibliegrafia per
Unidad:

Stanley-Grossman. Algebra Lineal con Aplicaciones. Edit. Mc Graw Hill.

Juan Burgos. Algebra Lineal. Edit Mc Graw Hill.

C. Pita Ruiz. Algebra Lincal. Edit. Mc Graw Hill.

Enzo Gentile. Notas de Algebra II: Algebra Lineal. Edit. Docencia.

Paige y Swift. Elementos de Algebra Lineal. Edit. Reverté.

Harvey Gerber. Algebra Lineal. Edit. Grupo Editorial Iberoamericano.

Hoffman- Kunze. Algebra Lineal. Edit. Prentice Hall.

William Perry. Algebra Lineal con Aplicaciones. Edit. Mc Graw Hill.

Fraleigh Bearegard. Algebra Lineal. Edit. Addison Wesley.

Lipschutz. Algebra Lineal (Serie Schaum). Edit. Mc Graw Hill.

Herstein-Winter. Algebra Lineal y Teoria de Matrices. Edit. Grupo Editorial Iheroamericano.
Serge Lang. Algebra Lineal. Edit.Fondo Educat. Int.

George Nakos-David Joyner. Algebra lineal con aplicaciones . Edit. Thomson

Kozak — Pastorelli - Vardanega. Nociones de Geometria Analitica y Algebra Lineal. Ed Mc Graw
Hill

Howard Anton. Introduccion al Algebra Lineal. £d. Limusa. (Unidades T a IX)

F. Florey. Fundamentos de Algebra Lineal v Aplicaciones. Edit. Prentice Hall. (Unidades Ia Vly
X)

Stanley-Grossman. Algebra Lineal con Aplicaciones. Edit. Mc Graw Hill. (Unidades 1 a VIy IX)
Juan Burgos. Algebra Lineal. Edit Mc Graw Hill. (Unidades I 2 IX)

C. Pita Ruiz. Algebra Lineal. Edit. Mc Graw Hill. (Unidades 1 a IX)

Enzo Gentile. Notas de Algebra II: Algebra Lineal. Edit. Docencia. (Unidades [T y V1)

Paige y Swift. Elementos de Algebra Lineal. Edit. Reverté. (Unidades I, Il y TV)

Harvey Gerber. Algebra Lineal. Edit. Grupo Editorial Iberoamericano. (Unidades I a 1X)
Hoffman- Kunze. Algebra Lineal. Edit. Prentice Hall. (Unidades [ a IX)

William Perry. Algebra Lineal con Aplicaciones. Edit. Mc Graw Hill. (Unidades | a V1)

Frajeigh Bearegard. Algebra Lineal. Edit. Addison Wesley. (Unidades I a VIII)

Lipschutz. Algebra Lineal (Serie Schaum). Edit. Mc Graw Hill. (Unidades I y V1)

Serge Lang. Algebra Lineal. Edit.Fondo Educat. Int. (Unidades I a IX)

George Nakos-David Joyner. Algebra lineal con aplicaciones . (Unidades 1 a V1 y IX)

Aprobacion del Médulo B del Seminario Universitario.
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UNIDAD TEMATICA 1

VECTORES GEOMETRICOS, RECTA Y PLANO.

AN N NI

OBIJETIVOS:

Operar con vectores geometricos.

Identificar condiciones iniciales de un problema.

Descubrir la posibilidad de elegir un método de resolucion entre muchas
alternativas.

Adquirir habilidad para aplicar recursos algebraicos a la resolucion de problemas de
la Geometria.

Visualizar el espacio uni-bi-tri-dimensional a través de representaciones de analisis.

CONTENIDOS:

Vectores geométricos. Adicion. Propiedades. Multiplicaciéon de un escalar por un
vector. Propiedades. Producto escalar: definicion. Interpretacidn geométrica.
Producto vectorial: definicién. Interpretacién geométrica. Producto mixto:
definicion. Interpretacion geométrica. '
Plano. Recta en el espacio. Distancias.



TRABAJO PRACTICO N° 1

VECTORES GEOMETRICOS, RECTA Y PLANO.

"Wf)ados los vectores v = (1,-2,3), w=(3,0) y t=(-11-2),
Grafi ique V, Wy t.

/,kr)/Ca cule 7(\) - w} +3r
&Y Calcule “v + t” — %]
{ Determine, si existen, y B reales, tales que v = oW+ 1
: ados los puntos 4 (3,1,—2), B (2\5 ,O)> C (4,-—\/5 %) , Determine:

&) La distancia entre 4 y B.
:’,,Z . ..——‘. o A’%’ {’) B
/B) El punto medio del segmento AC. " FROMED] Oj

"_¢f Un vector de norma 7.y sentido contrario a BC. ©

&

%\Calcule teR  si:

Afa=(1N2,2) y |ia]=+5
K3dist (4, By =2, A(1,£,2)y BOLL1)
Xesunitarioy X =r(2,1,-2)

que determinan 4y b en los siguientes casos:

. j Calcule el producto escalar y el

;5/{/ Determine el vector proy ., para los vectores del ejercicio 4.

Encuentre Jos valores reales de k para que la proyeccion de X = (2,k,~2) sobre

¥ =(k-1,1, - 2) sea un vector de norma dos.

ados los vectores 4 =1+3j~-2k, b=4i-6j+5k, descomponga el vector b en
la suma de dos vectores: uno en la misma direccién que ¢ y otro en una direccion

ortogonal a .

) )Calcule nau sabiendo que ang(d, 3%77 ” b U =V2 yda+2b La

;ggcan a=(1.2,-1), B:&i’—!—j—lz y E=;~.7+4l\7 . Calcule,

}4/(!‘«/7



) Sean los vectores #=(1,21) y ¥=(2,-1,-1). Encuentre un vector de norma4
: . e T

“iortogonala i v V.

)Dados los vectores @y b, talesque axb=(1,~1,-1) y a b=-3
2 Calcule el rea del paralelogramo que determinan los vectores dados.
by Halle el angulo entre los vectores ¢y b.

Dados los puntos 4(-3,-1,0), B(~2,0,-3), C(0,-2,1), Determine:
—El perimetro del triangulo ABC.

La longitud de la mediana correspondiente al lado AC.
J El area del triangulo ABC.

Sean los vectores d=(3,1,2), b=(1x3) y £=(2,-1,0). Halle x eR de modo

#) los tres vectores determinen un paralelepipedo de volumen 3.
los tres vectores resulten coplanares.

2

) Encuentre todos los ue son coplanares con u=3 1 =3 k y

W=i+2 j—k.

) Analice la validez de las SlngmeS afirmaciones. En caso de ser verdaderas
demuéstrelas, si son falsas proporcione un contragjemplo
a) ” g H:Z” VI = (i+2v) L (W-29)

b)i#0 A V0 A UXxV=0 A UV=0

c)ilv = Proy ;(ﬁ—_\;)z—\?
dyi=(1,2-1) A ¥ =(a0,—a) son paralelos, cualquiera sea el niimero reala.
e) W(ixVv)=0 =» [U=0 Vv V=0 v W=0]

y t coplanares = (4 x¥) x (Wx1)=0

g )i Halle la ecuacion vectorial, general y segmentaria (si es posible) del plano que
wmple las siguientes condiciones:
,a’j Pasa por el punto (-1, 3,-2) y su vector normal es 7n=(2, -4, 1).

Es perpendicular en el punto medio al segmento que une los puntos (0,-2,1) y
/ (3,-4,2) ~—

#JPasa por los puntos (-1, 3,-2), (2, 1,0) y (-1, 0.4).

&) Conticne al eje de cotas v al punto (2,-1.-3).

’zPasa por los puntos (1,-1,1) ¥ (1, 3,-2) vy es paralelo al eje de abscisas. =




S~
|
|
<

Pasa por el punto (1,-3,2) y es paralelo a los vectores = /

T

V=i-2j- ~k

e La distancia del punto (3,-2,-1) al plano de ecuacion 3x+y+4--1=0
Un plano paralelo al plano de ecuacién 3x-y+2-+4=0, sabiendo que €l

_ punto (1, 2,1) equidista de ambos planos.
©)) Los valores reales de k para que la dlstanma del origen al plano de ecuacion:
© 6x-3y+kz-14 =0 seaiguala?.

(18)Dados los planos @, :2x-2y+:=0y a,:hx+--h =0, encuentre los valores

reales de / para que el dngulo que determinan o, y «, sea —.
. < 3

19) Sea el haz de planos, cuya ecuacion es:
alx—=2y+z-1)+ plx-: +3) 0,0eRBeR
Determine el plano del haz que:
- Pasa por el origen de coordenadas.

) Esparalelo al eje de cotas.
géf Tiene ordenada al origen -2.
d) Esparalelo al plano 2x~y+:+2=0

alle los puntos del eje z que equidistan de los planos 7,y 7, siendo 7 un plano

»* que contiene al eje de ordenadas, y que pasa por el punto (1,0, J2 2),y
7y (%,9,2)=(1,0,0)+(1,0,1)+ 5(1,1,2).

2 1 ) Encuentre las ecuaciones vectoriales paramétricas, cartesxanas paramétricas, v, si €S
pomb}e simétricas de la recta que:

pasa por el punto (1 -1 3) y tiene la dlreccmn del vector u=(-2,3,4)

pasa por los puntos (1 , 1) y(1,3,-4) .

es paralela al eje de ordenadas que pasa por el punto (3 ,2.1)

pasa por el origen de coordenadas y tiene la direccion de un vector cuyas
componentes son iguales. ,

pasa por el origen de coordenadas -y es perpendicular al plano
o x-y+z-1=0

En cada caso, grafique la recta.

)Z) Determine las ecuaciones cartesianas paramétricas de la recta que es interseccion

7 o x=y—z+1=0
de los planos: ' l
7wy x=2y-3:-2=0

) Halle las ecuaciones de los tres planos que incluyen a la recta
ro(x,y.2)=(2,-23)+ A1.2,-1), con 1R,y que sen perpendiculares a cada uno de
los planos coordenados.



{) Halle la ecuacion del plano que pasa por el punto (2, 1, -3) y que contiene a la
recta de interseccion de los planos de ecuaciones x- y-z-8=0 y 3x-y-4=0.

Indique si larecta L : (x,y,2) = (1L,0,-1)+A(2,3,4),A €R, corta al plano
x=2y+3z+1=0. En caso afirmativo, halle el punto de interseccién.

7 .
;, Indlque silarecta ry: (x,y, 2)= (-, 6, t); teR y larectar,, determinada por los

puntos (1, 2,-5) y (0, 1,-5), son concurrentes; en caso afirmativo, halle el punto de
- interseccion.

Determine para qué valores de keR, las rectas r y s son_alabeadas, siendo:
x—y+z=0

I
2x=-y+:c=

s: determinada por los puntos (3,2,4) y (k, 0, k).

y X ——7‘1 == son coplanares, halle el plano que
L ol

v - -

X z

28) Las rectas 1, : = = = =
‘ co=2 . =2 3

/ .
- las contiene. »

Determine la recta incluida en el plano f : x -y + 2z -4 =0y que es

‘ /;; perpendicular a la recta r:'(x, Y, 2)= (2422 ,1-h -1+%), heR en el punto en que

rcortaa 5.

‘ . . x=2y+:-+4=0
Halle el 4ngulo que determinan la recta L: ’ y el plano
: x+2y+3:-4=0 '

T 3x-Ty+82-9=0.

;f{Halle la distancia del punto A (-2, 1,-1) alarecta:(x, y,2)=(1,3,-2)+7(3,0,—4),

wteIR

V{Encuentre la distancia entre las rectas:

¢ 1 ¢+ 2 z+1
LI:A,) y+2=:z-3 vy [,2:};3 =y~ 2==——2—

Dada larecta L: izi-]- =]-y=3+-. Obtenga el punto donde L corta al plano

<

‘coordenado XZ vy calcule la distancia entre dicho punto y el plane x-3y+:-=0.

Seaelplano 7:3x-2y+4:-3=0

) Determine la proyeccxon ortogonal del punto A (3, -1,2) sobre el plano dado.
fp)j’ Determire la proyeccion ortogonal de la recta L: (x, v, z)" (7*t At 2421,
| t eRsobre el plano dado

Ny

o



y Determine todos los valores de keR, para los cuales el punto M dista /6 unidades
x=3-4 '

delarecta L:{y=k—-A |, siendoM el punto de interseccion entre el plano

rix+2y-z-2=0yeleex
x=1+2A
1:y:z—{—-3 y t2: y:?. con )\,E{R
z=-1-A

Obtenga:
@)elplano B sabiendoque 1, < B y 1,// 5.
"b) la proyeccion ortogonal de t, sobre m:x+3y—-z+3=0.

) Verifique que la recta definida por el haz de planos del €].19 estd contenida en el
plano obtenido en el €j.19 a)

Respuestas
1)
- 2 ALY T _soll= —
b) 2(9‘—%»@}31 =(3-1-2) o) v+ 1]~ [w]=v2-+10
2
d) no existen
2)
a)|AB| = V8-272 pp (L m92 3 o2
27 2 7 4
3)
a)]tl =1 i 1 1
o)t = — o)t =—
)] { «[_— )l l 3
4)
a)a.b =3 b)a.b=-1 ¢)a.b=0
ab=0,685 Rad. ab=1,761 Rad. sz=1;- Rad.
5) )
a) vector Pr oy;g =(1,1,-1 “b) vector Pr oyg; = (—i— % ,0)  c¢)vectorProyya= 8
6) k==2+2+2

> 3

R 3 2
n(-L20 (081



1

5 Jal -

9 i
2) dxb=(-1,0-1) bya x&=(7-5.-3) cya. (b xd)y=-5
d)a x (5 x &) =(-9,-1,-11) e)dx(axc)=(-11,-4,-19)
10) £ 4 (-13,-5)

V35
11)a) El 4rea determinadapor @y b es NG

— - 5

b) el angulo determinadopor @ 'y b es —g

12)
i = /6
a) Perimetro = 2(v11++/6 ) b) longitud de la mediana es —\/?

c)area del triangulo ABC= J30

ey
L)

5
a\x=~5 0 X= b) x=

|

14) v=(0,1,0) 0 v =(0,-1,0)
15)

a)Vv - b)F c)V d)F e)F Hv

- 16)

a)2x-4y+z+16 =0 b)3x-2y+z=12 ¢)2x+6y+3z=10

d)x+2y=0 e)3y+4z=1 D)-3x+2y-7z+23=0

17) .

2 b) 3x-y+2z-10=0 ¢ 3x-y+2z+4=0

- a)distancia de punto a plano —— ) xyraz 0 oRyTez
V26

c) |k] =2

18) h = BT

7 7

19)

a) 2x-3y+z=0 b)x-y+1=0

c)-y+z=2

1
20) El punto es (0.0.- )



21
a) cartesianas paramétricas  b) cartesianas parametricas = ¢)

x=1-2t ( x=1 x=3
y=~1+3tteR y=-3-6A, AR
z=3+4¢ 1221"(‘57\. -=1
d)simétricas f) simétrica
X=y =z ' . X=-y=2Z
X=-—4+t
22) qy=-3+2t,teR
z=-1
23)

a)perpendicular al plano xy  b)perpendicular al plano xz c)pérpen,dicular al plano yz
2x-y=6 X+z=3 y+22=4

24) 13x-5y-2-24=0
25) punto de interseccion P (1, 0,-1)
26) son concurrentes P (5, 6,-5)
27 k= {9 y el punto es (2, §8,6)
3

28) -12x+9y-2z=0

Xx=4+t1
29y 4y= 3t,teR
z= t .

30) @ =12,55°

31)
2y a=181 byd=—1
5 5\@
1
32) d=
J11

33 -6

29°29° 29 )

33)a) Proyeccién del punto A es (

b)(x,»,2) = (1,0,0) + A2,47.22)
34y k=-1 0k=3

35%a) P x-3y+2+2=0 b (x.y.7) = (0~1,0)+ A(3.-2.-3)



UNIDAD TEMATICA 11

MATRICES — DETERMINANTES

OBIJETIVOS

v" Resolver operaciones con matrices.

v ldentificar matrices particulares.

v" Calcular determinantes. )
v' Aplicar propiedades en el calculo de determinantes

CONTENIDOS

Matrices. Definicion. Igualdad. Adicion. Propiedades. Multiplicacion de una
matriz por un escalar. Propiedades. Producto de matrices. Definicién. Propiedades.
Matrices especiales: triangular, diagonal, escalar, unidad, transpuesta — propiedades —, .
simétrica y antisimétrica — propiedades — , inversa, ortogonal. -
) Determinantes. Definicion. Propiedades. Menor complementario y cofactor de
un elemento de una matriz. Desarrollo de un determinante por los elementos de una
linea (Laplace). Matriz adjunta: aplicacion al célculo de la matriz inversa.

'
B8]




TRABAJO PRACTICO N°2
MATRICES -DETERMINANTES

y/léscnba las siguientes matrices definidas en forma explicita
@) Ae R™/ a;=J~-1

[ BeR™ [ b, =(i-1)

o 4x3
s CeR™ / ¢, =
/g Y {O sioi>j

o (i+j-Dr
DeR™/d; = sen(——4——~)

Sean las matrices:

i+2j s i<

Calcule: P
_Af A+3D &) B-C' ¢fAB Md)D+BC & BB
A E(AF) g)”’FE MWEF  #4° D
Ha]le, si es posible, aplicando la definicion la matriz inversa de cada una de las
2 -1 2 -1
siguientes matrices; A= , B=
2 =2 4 -2
4) Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique la
respuesta.

VA, BeR™ : (4+B) = 4> +24B + B
W VABER™ : A* - B’ = (4+B)(A- B)
GVABEeR™: A —]=(A+1).(A-])
4) VABCeR™: AB=AC=B=C -
¢fV 4B CeR™/3A4":AB=AC=B=C
,ﬁVVA BeR™ : A, B simétricas = (A.B) simétrica
/g?‘v’A Be R™", V keR:A,B snnemcas = (kA + B) simétrica
MVA Be R™: A simétrica = B'AB simétrica

VA,BeR™ : A B antisimétricas y conmutables = (.4 B) simétrica
X yf?‘v’fi BeR™ : A B ortogonales = (4.B) ortogonal

~J



|

" que aplica.

4

tenga, sin efectuar calculos, los siguientes determinantes. Enuncie las propiedades

1 2 3 -4 0 -1 2 0
4 0 0 -1 0 1 _
\ o 1 0 8 2 -3 -5 2
a) |0 0 0 B -3 -1 -4 o d)
) -2 4 6 -8 2 -4 -3 2
-16 5 2 1 5
0 -1 0 -3 0 2 6 0

6)Sean A, B eR™, demuestre que:
t(A.B) = Det(B.A)
) Det(AB)=0 = Det(A)=0 v Det(B)=0
/ej”A.B =] = Det(A) #0 A Det(B) #0
dyA inversible = Det( A7) = 1,
- Det(A4)
/
€)B inversible = Det( B~ 4B ) = Det(A)

TafSea A=(4 4 4),|4=-3

L 2
Calcule aplicando propiedades: ?::A"B’ siendo B=(4-3.4, 4 -4).
b)Sea A=(4 A A4 A),|4=k k=0
2 2| .
Calcule aplicando propiedades: ?B'IA“ siendoB=(4 —A4, 4-24, A 4,).

/8{ Halle los valores reales de k para los cuales las siguientes matrices son singulares:

k-1 2. 3 ko -k 30
ayd=| 0 k+2 -1 by B={0 k +1 1
0 0 B—kJ k-8 k-1
2.0 2
- 9)Sealamatriz A={0 2 2
220

- Halle todos los valores de & € R para que la matriz 4" —a1 3ea regular.
10) Halle las matrices adjunta e inversa (si existen) de las matrices:

5 4 110 1—12) a0 0
Az( J,B:]OI,CZ 1 21 D=|0 a 0ja=0

011 zoJ 0 1 a

3 ~1

o W



] 1
11ySea P={-2 k-1
0 3
a) Analice para qué valores de k, la matriz P es inversible.
b) Halle P™' para k=1

o ©

12) Sea AeR™", indique qué valores puede tomar Det(A)
a) Si A es ortogonal (A™'=A")

b) Si A es idempotente (A*= A)

¢) Si A es antisimétrica y n es impar (A=-A")

13)Sean A ,B,CeR™, a,B¢e R,
A=(4, 4, 4)
B=(0 a4 0)
C=(p4, o4 0)
Analice la validez de las siguientes proposiciones:

a) Det(A—-B)=-Det(A)

b) Det(2B — A) = - Det(A)

c) Det(A + C) = Det(A)

d)Si a.f =1, entonces (A + C) no esinversible

14) Exprese cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales como una
~ecuacion matricial de la forma A.X =B

2 - —
X, =3x,t X, —x, =2

—-x +2x; =1
[x-2y+3z=0 _ L S| 2y +x,-x, =0
15 b)<x -x, =-2 c) .
2X+y-5z=4 X, =X, =~1
X, +x, =-1

2y - s
3X Xy =Xy =X, =35

15) Dado el sistema de ecuaciones lineales A.X = B, tal que

1 -3 5 -3
A=2 15 -4| y B=| 8
1 0 3 -1

Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique la respuesta.
a) X=(2 0 -1) es solucién

b} X=(7 2 2) es solucion
c) Aesregular

d) El sistema posee infinitas soluciones

&



LY

- 16) Estudie la compatibilidad y determine el conjunto solucion de los siguientes
sistemas de ecuaciones lineales aplicando el método de eliminacion de Gauss.

) X=y—~z=2
: W 2x+y-z-=2 3x—y4+z=2
= a)q3x=3y+2z=16 b) X c)
R —~4x-2y+2-=4 x—y+2-=1
Ix-y+-=9
x+y+z+r=1
3x—y=6 aar | v
. x-2y+i—-w=0 SlX=y+o—-1=0
d) § 2x+y—z-+3r=4 e) H
‘ y=3z+1=1 2y+2r=1
X+3y-2-+61=2

X—y—z—1=3

17) Resuelva el sistema homogéneo A X =N, cuya matriz de coeficientes es:

: {1 3 1 21
a) A= j b) 4=|1 2 2
2 12

1 3 1

1 2 3 1 -1 -1 2

c) A={ 1 -1 =2 dy4=12 -2 ~1 3

-2 -1 =1 -1 1 =10

-2 -4 6 4
18) Dado el sistema AX=B/ A4={-3 -3 8|y B={4keR
0 3 -1 k p

, : : e o e e= el OA) ALY PLANOS.
a) ;Para qué valores de k el sistema tiene solucion anica? (N T & RSE GGV

b) ;Para qué valores de k el sistema tiene infinitas soluciones? > FLANDS (2L SOMUN Una eEC
¢ iPara qué valores de k no existen soluciones? > PLANDS S/ NADA 20 Covniln
'd) Halle la solucion del sistema homogéneo A.X =N
_e) Halle la solucion que corresponde al item b)

A @Interprete geométricamente los resultados de a) b) ¢)y d).



Respuestas

1)

0
a)A= -1 0

-2 -1

3 57

0 6 8
c)C=

0 0 9

0 0 0
2
a) b) c)
2 =3 0 -2 -4 2
5 12 -2 0 0 -1
f) g) h)
(-4) -4 8 (0)

-2 4
3)
1

A= 1 T

1 -1
4)
a)F b)F c)V
HF -\ h)v

5) Todos los determinantes valen cero
7)

)

a) Para k=-2 6 k=1 0 k=3 la matriz es
singular

9)

0 0 0
b)B=[1 1 1
2 4 8
V2 V2
— ] —_— 0
2 2
— —
2
d)D: \/5 - '\/'5 "
NEoog Y2
2 2
2
o 2 2
2 2
d) e)
-4 2 6 -8 1 -2
14 -4 -3 20 -2 20
1 -6

4 0 -7
-5 9 14 15
b) B no admite inversa

dF
Y

eV
v

8
b) —k
s

b)Para k=0 6 k=2 la matriz es singular

Lamatrizesregularpara g # -2 Aa # 2 ra # 4

-6



10)

1
12 2 2
5 o 3 . R A 1
a) Adj(A)=-10. A", A" = 130 ? b) Adj(B)=-2. B!, B'= > 5
10 5 L
2 2
d)
Adj (D)=a’D",
—4, 4 -4 _1. 0 O
) Adj(C)=| 4 -4 4 |noexisteC’ o
4 -4 4 D'=l0 = 0]a=0
a .
1 1
0 —— -
a’ a
1Da) P esinvertible st k#2 A k# -3
301 1
2 4 2
b) P = 11
2 4 2
3 03 1
2 4 2
12)
a) Det(Ay==1 b) Det(A)=0 ¢ Det(A)=1 c¢) Det(A)=0
13)
a)F bV ¢)F d)Vv
14)
' 5 3 X 0 -1 0 2Yx 1
a - = B 1 -1 0]x, |=|-2
Tk y ) :
z 01 1Ax -1
-3 1 -1Yx 2
20 1 -1{=x 0
c) =
-1 0 -1 0 x| |-1
3 1 -1 -1)\x, 5
15)
a)Vv bV C)F dyv

~n
27

o] —

PO | i 1 |



16)

a) Compatible determinado S :{

b) Incompatible S =

c) Compatible indeterminado S = 55

d) Compatible indeterminado
T
Sz{( 1, 3‘ §z~-9—t z r) ,zeR,ieR}

e) Compatible indeterminado

S={2+6:~31+w 1+32—¢ 4 w)T,zeR,teR,weR}

A

f) Compatible indeterminado

1 3 Y
S =<2 —2“[ -5 1| .teR

17)
1. 1.
3° 0 37
8 i 5
a) S=<|--z}zeR b) S=4/0 ¢c)S=4|-z:|-eR
: 0 :
d)S={(y—t y ot t)T,yeR,teR}
18)
7
X==z X=——+—2
ajnunca b)k=-2 c)k= -2 d) z e) Y
y=— y=——+=
D ol

~n



UNIDAD TEMATICA 111
ESPACIO VECTORIAL
OBJETIVOS

v' Identificar los conjuntos de vectores geométricos, de polinomios y de matrices como
estructuras de espacio vectorial. -
v" Relacionar los temas de Geometria Analitica con el concepto de subespacio vectorial

v" Aplicar los conocimientos adquiridos sobre independencia lineal al estudio del rango de
una matriz.
v Adquirir destreza en el manejo del algebra lineal para estructurar el ingreso de datos a

una computadora

CONTENIDOS

Espacio vectorial real ( plano geométrico, espacio geométrico, polinomios, matrices ).
Combinacion lineal de vectores. Subespacio vectorial. Definicion. Ejemplos. Enunciado de
la condicién suficiente. Dependencia e independencia lineal de un conjunto de vectores.
Sistema de generadores. Base y dimension de un espacio vectorial. Cambio de base.
Espacios fila y columna de una matriz. Rango de una matriz. Método de Gauss-Jordan para
determinacidon del rango. Inversion de matrices por Gauss-Jordan. Operaciones con

subespacios. Complemento ortogonal.



TRABAJO PRACTICO N°3

ESPACIOS VECTORIALES

) 'Indique cuales de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios y represente

en el plano. Fundamente su respuesta.
= {(x1, X2)eR* /x,=0} ™

i - %@gj
B={(x1, x2)e R” /2x; +3x,=0} %l
C= {(x1, x2)e R? /3% -2x,-3 =0} &

“2) “Analice cudles de los siguientes subconjuntos de R? son subespacios e interprete
H

/geométricamente: &,

A= {(x, xo. %) R/ x1=2%3 A X2= X1-3 X3} LeciA Pash
50 (Phoh B ;)

204 N oo hey U 9’23
C= {(X],Xz X3)€ ]R3/ X}+X2=2} B PLANY ! %}L% i

D= {(x1, X2 x3)e R/ x,%- 4x37= 0} B AUNGIAL PASE X 2l eug.
;,,/‘3“)\@nalice en cada caso si W es un subespacio de V Justifique la respuesta.
V=R W ={X eR* /x)+x5-x4= 0}

b) V=R", W ={XeR" /x;= Xn}

c) V=R™* W= (A €R*" A es singular} -
d) V=R, W= { R/ traza(A)=0} PRy SEE

AN = R4, w %2‘*;’? 20 A %M,-ai:
gi, 4) Analice en cada caso si W es un subespacio de V. Justifique la respuesta.

./ Sea V=P, = { p/ p=0 6 gr(p)<n}
(p es el polinomio nulo o su grado es menor o igual que n)
a) V=P,, W= {p P, /agt a,-2a=0 }

b) V=P, W= {p €P,/p=0 6 gr(p)=2}
¢) V=P3;, W= {peP; fag-a;+a =0 A 2a;,-a;=0}
d) V=Po,W = {peP,/p(-2) = 0]



5)\;3)Deterxnine st d =(1,-1,3) es combinacion lineal de los vectores h=(2,0,2) y

8= (1-11)

b) Exprese al polinomio p(t)= t*+ 4 t - 3 como combinacion lineal de los polinomios
del conjunto {t*-2t+5, 2t*-3t, t+3}

¢) Halle keR tal que (1, 2, 0) es combinacion lineal de

(1D (214K, &) (2,2,1)).

%6) \Estudiar la dependencia o independencia lineal de los siguientes conjuntos de
vectores.

a) {(1,1), (2,5), (3,0)} ¢ R*

b) {(0,2,-3,1,0)} ¢ R’

) {(1,2,3),(-1,0,1),(0,2,4)} c R’
d) {x3+ 3x, 3%, 2x°+4x) < Py

e) {(0,0,0,0)} c R*

o{(s 0 0L ) ewe

{ 1 0Y (0 1y (0 k% 0 3 .
. 7) Sea B= , s , , determine los valores reales de
01 1 01 1) -k 1

k para los cuales el conjunto B es linealmente independiente.

/'8) Analice el valor de verdad de las siguientes propocisiones, en caso de ser verdaderas
~__demostrarlas, si son falsas dar un contraejemplo.

a) Si u,v son vectores no nulos de RB, entonces { u,v,uxv}es Li

b) Siu, v, w son vectores de V tales que {u,v} es Li. ,{u,w}esli y{v,w}esli,
entonces {u,v,w} esli. en V. ,
¢) Si {u,v,w} es un conjunto de vectores Li. de V, entonces {u+v,v+w,wjeslienV

AN
9) Iﬁterprete geométricamente el subespacio S =gen(A) e indique en cada caso s1 v e S.
2) A= {(1,2,3),(0,1,1)} v=(-2-1-3
v=(3.4)

b) A= {(1,2),(1, 1)}
C) A= :(13-] 5'2)7 ( —27 27 4)}

d) A= {(-3,1,-1), (-1, 5,3), (1,2, 2)}



N . - 1 1) (1 0) (=1 1
A 10)a) Halle el subespacio W de R™™ generado por 4 = Cillo ol 1

./
b) Halle el subespacio W de P, generado por A = {-3X, X +x+ 1}

11) En cada caso determine si S es una base para V.

a) V=R*, $={(1,0,0,1), (0,1,0,0)‘,"(0,0,1,6),' ((1,0,-1,1)}

b) V=Py, S= {x+1, x, X’}

ovens=[s 56 o6 ol o)

3
1
-1

1
d) V=R*", J 0

1)

12) a) Demuestre que B={(1, 1, 0), (0, 1, 1),(1, 0,1)} es una base de R}

b) Encuentre las coordenadas de (1, 2,-1) en la base B.

[CR IS O]

13) a) Pruebe que B = {x3—3 x*+3x-1, x> -1, x-1, 1} es una base de P
b) Determine las coordenadas de 2x°-3 x*+4 en la base B.

14) Determine una base y la dimension de los subespacios de los ejercicios 1, 2, 3a) y
4 d).

15)a) Estudie si los siguientes subconjuntos son subespacios de R™
i) S;={A e R™ /A es diagonal}
i) Sr={A e R™ /A es simétrica}
i) S3={A € R™ /A es antisimétrica}
iv)  S;={A e R™ /A es ortogonal}

b) Cuando sea posible, obtenga base y dimensiéon para n=2yn=3.

16) Sea S= (X e R™ / AX =N}, siendo AeR™.

a) Demuestre que S es un subespacio de RB™' cualquiera sea la matriz A,

e

~

D

R



2 1)
-1 - BJ, halle una base y la dimension de S
1T =2

by ParaA=

e o Ll

e
lr
E@eau en V los subespacios Sy T, halle una base y la dimension de S T
/s/)\v= RY, S= {(x1, X, x3)eR’ / 2x;-x2 + x5 = 0}

3
T= {(x1, X2, X3)eR" / x;+2x,+ %3 = 0 }

:’)
17}/V= R’, §= {(x1, X2, %3)e R’ / x)-%2 -3%; = 0} 5})7

T={(x1, Xz,X3)6R3 [ X1#+%X2-x3=0; X1=x2 =0}

4 4 . - =
%/VzR , S= {(x1, X2, X3,X4) R/ X1-X3 -X3 +x4 =0, X-2%) -x3 =0}
4
T :{ (x1, X3, Xg,X4)€ER [ X1+2%y -2X3 +X4 =0}

s"/\“ 2 2
4 =R*™ $= {A eR™ /A es diagonal },

1 2y (0 2
T =gen ,

@eiermine una base y la dimension de S+ T para los subespacios del ejercicio

anterior.

Indique en cadacaso siV=S®T.

19) Sean S, y S, subespacios de R’
S (%1, xa, x3)eRY x1=0; x5= 2x3)
Sy={(x1, X2, %3)€RY/ %;-%,=0; x:=0}
Determine un subespacio S_C_R3 ,tal que S S A5 @ 5= i
20) Sean los subespacios V =gen {(0, 1, -2), (1, 1, 0)},
X

W={(x,y,2) eR/=x+hy-z=0}y S={(xy,z) eRY 4y
n2

(.

W |t
Sln

Halle, si es posible, los valores de h de modo que VW=8

21) Sean S; y S, subespacios de R tales que:



§y== {(x;,x:5x3)eR3/3X;-x3+kx3 =0; 2x,+%x,=0 }

So= {(x1,%2,%3) € RY/x)+ 3kxp-%3=0}
a) Halle todos los valores reales de k tales que S; < 5,
b) ;Para qué valoresde kes S; @ S, =R*?

22) Dados los siguientes subespacios, halle el complemento ortogonal, una base del
complemento ortogonal y su dimension

a) V=R, §= {(x1, X2 x3)eR’ / x;#2x3 -3 x3 = 0}
b) V= RB, S= {(X], Xa, X3)ER3 [ X1+2%; -dx3 = 0; X2-4x3 =0 }
¢) V=R4, S= {(x1, x2, x3,x4)eR4/ X% +2X3 -X4 =0, X17+X; -x3 =0}

d) V=R', = gen{(-1,2,3,-2),(2,-3,-1,3),0,1,5,-1)}

23) Sean Sy T subespacios de R* tales que:
S: gen {(]) ]9 '13 2)}
T= {(x1, X, X3, Xa) &R/ x+2x2-%,=0; X3 +x4=0 }

Determine St N T.

Respuestas

1)

a) Es subespacio b) Es subespacio c)no es subespacio d)no es subespacio
2)

a) Es subespacio b) Es subespacio ¢)no es subespacio d)no es subespacio
3)

a) Es subespacio b) Es subespacio ¢)no es subespacio d)Es subespacio
4)

a) Es subespacio b) No es subespacio  ¢)Es subespacio d)Es subespacio

5) a) no es combinacion lineal
b) £+ 4 t- 3 = -3(2-2t+5)+2(265-3t)+4( t+3)
¢) Es combinacion lineal si k=1

6)
ald b)li c)ld d)li e)ld f)id



7 k#-1

8)

a) F b)F c)V

9)

a)S genera un plano y ves. b)SgeneraR’ y ve S.

¢) S genera una recta en el espacio ves. d) S genera un plano en el espacio,_\; ¢ S,

N b N :
| 10)a)8={a .CJ e R /b=c= d} b) S={pePy/ar=a}
C

)
a)no es una base bles una base ¢) no es una base d) es una base

]2) b) [(1 s 23 -])]Bz (23 0: —])

13)b) las eoordenadas son 2, 3,-6 y 3.

14) 1)
a) A= gen{(0,1)}, dim A=1 b) B=gen{(-3,2)}, dim B=1

2)

a) A=gen{(-2,1,-1)}, dimA=1 b) B=gen{(3,2,0),(-2,0,1)}, dim B=2

3) a)W=gen{(1,0,01),(0,1,0,1),(0,0,1,0)}
dimW=3

4)d) V=genfx® -4, x+2}, dim V=2

15)a)
1) es subespacio 11) es subespacio iii) es subespacio iv) no es subspacio
b)
1) para n=2 la base es i1) para n=2 la base es
1 0)(0 O , 1 0)(0 0Y)(O0 1 .
Si= R y dim §;=2 5= , R y dim S,=3
0 0,10 1 0 0,10 1)1 O
Para n=3 la base es Para n=3 la base es



ii1) para n=2 la base es

S 0 1 dim §;=1
T Sy T
3 1 0 y dim 353

Para n=3 la base es

16)
5
b)S=genq| -11
7
17)

n
I

,dimS=1

a) SNT = gen{(-3,-1,5)}, dimSNT=1

|
0
0
1
10
-1 0 0}
0 0

c) SNT = gen{(-5,-1,-3,1)}, dimSNT=1

18)

a) S+T = R no es suma directa

c)S+T = R* no es suma directa

19) S={(x1, X2, X3)eR*/x;- xo- x5=0}
5

20) b=3
21)
a) k=1 6 k=-2

AN
S O O o0 O

o O O

O - O

y dim S3=3

b) S AT = {(0,0,0)}, dimS AT=0

1 0
d) ST = gen {(0 n]} dimSNT=1
o]

d) S+T = gen {(

no es suma directa

1

0 0

b)S@®T=R’ es suma directa
0 0

¢



: . 3 X, X =iy {1 X3 )& '3— LAY F N K
3)§l:{(X1,Xz,X3)€R‘/>;l == :m-: ! b) §7={(x1.x2%3) € R/-4 x;+4x:+%;=0)]
-3
2 ol
. dimS—=2
dimS*=1

¢) §'=gen{(1,1-1,0)(0,0-3,1)} . dim§™=2  d)§*=gen((-7.-5,1,0)(0,1,0.)} , dimS'=2

23)S* A T.=gen{(-7,4,-1,1)}

(8]
[N



UNIDAD TEMATICA 1V

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

OBJETIVOS

v" Resolver sistemas de ecuaciones lineales, teniendo en cuenta el estudio del rango de una
matriz ‘ |

v" Analizar la compatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales.

v" Relacionar los conocimientos adquiridos en espacio vectorial con el estudio de la
compatibilidad de los sistemas de ecuaciones.

v' Aplicar la resolucion de sistemas de ecuaciones en problemas concretos.

CONTENIDOS

Sistemas de Ecuaciones Lineales: definicion. Forma matricial: solucién. Estudio de
compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales: teorema de Rouché-Frobenius.

Resolucion por los métodos: inversion de matrices, Gauss-Jordan, Regla de Cramer.

(%]
(3]



TRABAJO PRACTICO N° 4

RANGO Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1) Halle el rango de las siguientes matrices mediante el método de Gauss — Jordan.
/
/

2 -3 4
2 1 -4 2 1 -2 -1
o -1 2 1
A=|4 1 -6|, B=l4 4 -3 1|, C=
0 1 6
2 -2 2 27 1 8
- 1 -2 1

2y Halle, si existe, la matriz inversa de cada una de las siguientes matrices mediante el
método de Gauss — Jordan.

13
A= B=
120

a) (ﬁalcule heR, para que el rango de lamatriz A=| 3  2h+1 1| sea2.
/ 1 5
- -5 h

NSRS
B
|
(o
[NCREEVE I )
I
W)

1
C=|1
2

b)ZEs inversible la matriz 4, para h=- 1?7
s

: 12 3 ~1 2
4) Sean 4= , b=t |, by = , by =
12 6 5 2 0

<

el

Encuentre Aly utilicela para resolver los sistemas 4AX =b,,AX =b, y AX =b,

< R

5) Halle el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la matriz ampliada de los

siguientes sistemas. A partir de los resultados obtenidos determine la compatibilidad de los
y resuelva cuando sea posible:

Ax+2y-3z=9 fx4+2y+:z=3
a) 2x~y+z=0 b) 2x+y+z=
dx—y+z=4 L —x+y=3

[ —x—y+2z+w=1

x+2y—--=3 . .
c —-2x—y+3z4+2w=3

d)
2x+3y+:-=1

X—y-—w=-3

(W8}
I



i
|
~J
w o=

j Halle el espacio solucion del sistema A .X = N, una base y su dimension.

}Obtenga una base del subespacio columna de la matriz A.

X —ky =0
j]j/Sea el sistema de ecuaciones lineales: y+kz=0
/

Xx+2y-z=0

_a) Obtenga los valores reales de 4 para los cuales el sistema es compatible indeterminado.
TN

jﬁra los valores de £ hallados encuentre una base y la dimension del espacio solucion
del gistema.

-2 2 -2

8)Dadalamatriz 4 = k-1 1-k k*-1
-1 1 -1

a) Halle los valores de & para los cuales el sistema 4 X" = N admite infinitas soluciones.

b) Halle los valores de % para los cuales la dimensidn del espacio solucion del sistema
"AX=Nes2.
c) Halle los valores de & para los cuales la dimension del espacio columna de la matriz A

es 2.

2x+y+z-=2
9) Dado el sistema de ecuaciones <x+ay+2z=-b
’ x—=2y+3-=-4
a) Halle los valores de a y b para que el sistema tenga: unica solucion, infinitas soluciones o

ninguna solucion.

)Paraa =-1y b =2, exprese el conjunto solucién como combinacion lineal de una
solucion particular y la del sistema homogéneo asociado.

et

a2
wh



0
y | 1 | dos soluciones particulares del sistema A. X = B.
-1

a) Obtenga una solucién particular del sistema homogéneo asociado.
b) Halle otra solucion del sistema A.X = B distinta de las dadas.

16 Sean

L R A

II) Dado el siguiente sistema de ecuaciones:

X+2y+z+1=0
-x-2y-z-1=0
3x +6y +3z = -3

a) Exprese el conjunto soluciéon como combinacidn lineal de una solucién particular y la del
sistema homogéneo asociado.

b) Sea S el espacio solucion del sistema homogéneo asociado al sistema dado. Halle un
sistema de ecuaciones homogéneo cuya solucion sea S L.

Respuestas
1)
a) rango(A)=2 b) rango(B)=2 c¢) rango(C)=3
9 -5 -2
) -5 3 . -1 " 2
2)AT = . . B no admite inversa C =/-5 3 1
- 21 4
2
. Cp ,
3)a) =10 h=;)— b) si
4)
4 -5 = 6
a) X=( 1} b) x=( j c) X (_.2)
- 2
5 2
5)
a) Sistema compatible determinado b) Sistema incompatible
x=2, y=5, z=1
C)Sistema compatible indeterminado d)Sistema compatible indeterminado
x=-7-5z,y=5+3z,z¢ R x=—-2+z+wy=1l+zzeR wekR



1Y(0
6)a)S=gen{(2,0,1),dimS=1 b) Bgf{ OLl 1|} dimSc=2
11

7)a) k=-1 b) Bg={(-1,1,1)}, dimS=1

8) a) para todo valor de keR el sistema admite infinitas soluciones.

by k=06 k=1

C)kgR—{O,I}

9)a) Sia=-1 y b=2 el sistema tiene infinitas soluciones, si a=-1 y b= 2 el sistema no tiene
solucion, si a# -1 el sistema tiene Gnica solucidon

b) S= {(-1,3,1)*A(-1,1.1) A€ R }

1 3
10)a) S;=| 1| b) por ejemplo S;=| 4
4 11

11)2)S = {(1,0,-2) +a(1,0,-1)+b(0,1,-2), a€ R, be R}

x—-z=0
b>{
y=2z=0




UNIDAD TEMATICA V

TRANSFORMACIONES LINEALES

OBIJETIVOS

v" Comprobar que una transformacion es lineal.

v" Determinar el niicleo y la imagen de una transformacion lineal.

V' Aplicar los conocimientos adquiridos para el estudio de la matriz asociada a una
transformacion lineal respecto de distintas bases.

v Interpretar geométricamente transformaciones lineales

CONTENIDOS
Definicién y ejemplos. Propiedades de las transformaciones lineales: recorrido y nticleo.
Representacidén matricial de una transformacion lineal. Transformaciones lineales
geométricas: transformacion identidad, proyeccion, simetria, dilatacién y contraccidn,
rotacion. Transformaciones no lineales: traslacidn.
Clasificacion de transformaciones lineales . Transformaciones lineales inversas.
Composicién de transformaciones lineales.



TRABAJO PRACTICO N° 5
TRANSFORMACIONES LINEALES

f ) Deter mne cuales de las siguientes funciones son transformaciones lineales
T IR%Z—»]R IT(x, y)= (X,-y)

;@ TR —R/T(A)= rango A
,z{ TP,—R /T(p(x)) =p(0)

; - = o - ‘ ;
/df)/T: R -R/T(v)=v. a ,donde a esunvectorfijodeR
R

B TV=V/T(v)=v+a

e

, donde

a (a = 0)esunvector fijode V
;fﬂ T: R™ R™/ T(A)= A +A'

7) Sea F:V —» W una transformacion lineal. Pruebe
A F0)= 0.
b'?) F(-v) =~ F(v) ,para todo veV
/

3) SiT:V — Vesuna transformacién lineal, determine T(v)y T(w), tales que T(v+2w)=3v-w
y T(v-w)= 2v-4w

//47/ Sea C f V.V V {}c:Rx . Considere una transformacién lineal T: R*—R/
T(vi)=(1,1,1), T(v2)=(0,-1,3) y T(v3)=(2,5,-7).
a) Analice la existencia y unicidad de T para los siguientes casos
Avi=(1,1,1) ,v,=(0,1,0) ,v3=(2,-1,2).
MWvi=(1,1,1) ,v,=(0,1,0) ,vs=(1,0,1)
ivi=(1,0,3),v,=(0,1,1),v3=(1,0,0)

J5) Para aquellos casos en que T existe y es unica obtenga la expresion analitica de T

2J ;Qué condiciones debe cumplir el conjunto C para que respetando las asignaciones hechas a
los vectores vy, voyvs T exista ysea tnica ?
y y

@ Halle una transformacion lineal T:R*—R? que verifique T(1,2)=(3,-1) y T(0,-1)=(1,5)
¢Es unica? Justifique

ﬁ/Sea T:P,—P; T(xY)=x", T(x+1)=0, T(x-1)=x, obtenga T(2-x+4x")

g’/ ) Determine una aplicacion lineal T P,—»R* tal que
*zk/

7

_ ] ) 10 ». (00
T(1+x)= , T2x+x7) = y T(-1-x7)=
0 0 0 1



4 ., - . . 2 2
Halle 1a expresion analitica de cada una de las siguientes transformaciones (R"—R"):

a) simetria respecto de la recta y =3x
. . . T :
}453'7 rotacion de un angulo de — 3

72
74 Ao = ,
{ /cg} proyeccion sobre la recta y =-x /

; ., .. . . . . 3
{alle a expresion analitica de cada una de las siguientes transformaciones (R3 —R):

-a) reflexion respecto del plano x=y

b) reflexion respecto del plano y+z=0

},@3 Sea T:V — W una transformacion lineal, demuestre que:

S ,a%/ el Nu(T) es un subespacio vectorial de V

by la Im(T) es un subespacio vectorial de W

7
yd

Pl

ls’]) Sea la transformacion lineal T: R™ — R™/ T(A)= A -A', demuestre que:

“2) el Nu(T) estd formado por matrices simétricas
7 .

la Im(T) estd formado por matrices antisimétricas

.
}éf)@elacionado con ej.n°6 de Sistemas) Dada la transformacion lineal:
S RIS RYT(x,y,2)=(x+2y =272,y —2x+ 4z, -x + 3y + 22).

, a‘fObtenga una base del Nu (T ) e indique su dimension.

: b) Obtenga una base de Im ( T ) e indique su dimension.

2% b
) Si T: R™ R/ T(a d}’—' a+b-c-d encuentre una base del Nu(T) y d
c

. '14) Encuentre una transformacion lineal TR*SRY/Ny(T)= S ylaIm(T)

=W, siendo

( + v - ::O
=Y TEE W =gen{(2,-1,00,(0,1,2))
2x+z=10

25}

o | A v =0
. 15) Encuentre una transformacion lineal TR'SR/ Nu(T)=8 siendo S={ Y

] z—w =10

N

16) T:R*>R* es una transformacion lineal cuyo Nw(T)= {(x, v, z) /x=2y=-7}

Demuestre que la imagen de T es un plano que pasa por el origen.
40



NOTA: Clasificacion de las transformaciones lineales
F: VW umna transformaciones lineales

F es monomorfismo { = inyectiva) sii Nu(F) = { 0y }
F es epimorfismo ( = sobreyectiva) sii Im(F) =W
F es isomorfismo ( = biyectiva) sii es monomorfismo y epimorfismo.

17) Pruebe que : la transformacion lineal identidad 1d:V—V es biyectiva.
18) Demuestre que T:R"—R" es una transformacion lineal inyectiva si y s6lo si es sobreyectiva

19) (Relacionado con ej.n°8 de Sistemas )Sea la transformacién lineal T : R LR/

T(xy,z)=(2x+2y-2z (k=D x+1-k)y+(k’~1)z,-x+y—2z)
a) Halle los valores de k para los cuales T esno inyectiva.
b) Halle los valores de k para los cuales la dimensiéonde Nu (T )=2
¢) Halle los valores de k para los cuales la dimension de Im (T ) =2

2y b
20) Clasifique la transformacion lineal definida por T:P; SR /T(a+bx+cx2)= (Z . }
a+c

21) Para cada una de las transformaciones lineales halle la matriz asociada respecto de las bases
canonicas.

a) T:R*SRY/T(x, y)=(x+2y, X+7Y)
b) T:P,—RYT(a+bx+cx?)=(a-c,2b,a+c)

c) T: R3—~>R3/T(x, y, 2y=(3x+4y+z,2x+5y+3z,x+2y+z)

22) Sea T: R4—~>R3 /  tal que su matriz asociada respecto de las bases canonicas es

2 1 -1 0
A={-3 a 1 0 |indique los valores de acR tal que:
-1 2 0 0

a) rang(A)=2
b) Tsea inyectiva

) I =1Y(2k -2 2x2
23) Sea el subespacio S = gen \ c R
0 k+1)L 0 4

a) Obtenga, si es posible, los valores de k para los cuales se puede definir una transformacion
lineal T:R*™ —R'tal que T sea unepimorfismo y Nu(T)=S§.

b) Para k = 0, halle la expresion analitica de la transformacion lineal T : R R’ tal que

41



1
vum=s. 1° Y=lily 7! ?
*Nu =3 = =
| 1o Oy 0 0

.Queda T bien definida ? Justifique su respuesta.

L) e 2

24) Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones. Justifique su respuesta (demuestre
la proposicion si es verdadera y exhiba un contraegjemplo si es falsa ).

Sea T: V—W una transformacion lineal, siendo V y W espacios vectoriales de dimension finita:

) Si dimV=5y dim W=3 y dimNu(T)=2, entonces T es sobreyectiva.

b) Si dimV=5 y dim W=4, entonces T no es inyectiva.

"¢) Si T es inyectiva, entonces dim V< dimW.

d) Si dimV=3 y dim W=5, entonces T es sobreyéctiva.

e) Si dimV=3 y dim W=7, entonces el rango de la matriz asociadaa T esta comprendido entre 3

y7

25) Indique si las transformaciones del ejercicio 21) admiten transformacion inversa, si es asi
determine la expresion analitica para T,

26) Siendo las transformaciones lineales T;: R*—R* /Ti(x,y,2)=( X-y,x+z) y
Ty RPRY /Ta(x.y)=(x, v , x-y) . Encuentre las expresiones analiticas de T; © Ta: R* >R y

T, ° T): R*>-R’ Verifique usando las operaciones entre las matrices asociadas a cada una de las

2
0 y

2)y Nu(T,° To ™)

transformaciones lineales respecto de las bases canénicas.

[\
o O

27) Siendo las transformaciones lineales T): R*—R* /M EE=(0

0
Ty RP>R® / Mgg=| 1
' 0

—_—0 O

1
0 |. Encuentre el Nu(T; ° T,) , la Imi
1

28) Halle MId)me: T L. |DENTIDAD

a) SiB={(2.1),(1,-2)} y B, es la base canonica de R” .

b) Si B, es la base candnica de R’ y Ba={(3,0,0),(-1,1,0).(1.-1,1)}

¢) Si Bi=1(3,0,0),(-1,1,0),(1.-1. 1)}y Ba={(1,2,-1)(1,-1,0),(0,-1.2)]
42



-2

11 . :
29)Sean B; y B, basesde R? tales que P=[ Oj es la matriz de cambio de base de B;
a Bz.
a) Si [ulm = [ ] alcule [U]Bv
1

b) Si [vlg: = (3) , calcule [vlg.
c)Sea By={(1,0), (1, -1)} Obtenga la base B,. (Es unica?
30) Halle la matnz asocxada a la transformacion lineal T:P,—R’ /T(a-H)ercx2 )=(a+c,3b)
respecto de las bases: a) By={1, X, X7}, Bo={(-1,1),(1,0)}

b) By ={x*+x,-x+1,3} y Bo={(-1,1),(1,0)}

31) Sea la transformacion lineal T: Py — R? cuya matriz asociada es M (T) pp- =

[N % R
Tt

SiB={1,x} yv B={(,0,0),(1,1,1),(0,0,1)}
halle todos los p € P; talesque T (p)=(2,1,0)

37) Sea una transformacion lineal TR’ —R’ IT(x,y,z)= (x+z,-2x+y+z,-3y) :

a) Encuentre la matriz asociada a dicha transfonnacién lineal respecto de las bases:
canonica de partida y la base B={(3,0,3),(0,1,2),(0,0,-2)} de llegada
b) Calcule T(2,-1,1) verificando el resultado.

-10 0
33)Si T: R°—RY Mg =| -1 2 0| siendo las bases B= {(1,1,0),(0,-1,0),(0,0,-1)},
1 2 a

B’ ={(1,1,-1),(2,-1,0)(1,0,0)} ,encuentre acR/T(1,2,3)= (4,2,1)
- 34) ea TR =R /[T(x)]y, = Mym [x]5, . Halle Ia expresion analitica de la transformacién

"lineal, su nticleo, una base del nucleo y la dimensién de la imagen.

1 00
B1={(1,0,0),(0,2,0),(0,1,1)} ; B.={(2 0,0),(0,0,]),(O,-?.,O)}, Mgg, =10 3 1
210
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Respuestas:
1)

a) es una transformacion b)no es una transformacion ¢) es una transformacion-
lineal lineal lineal
d) es una transformacion e)no es una transformacion f) es una transformacion lineal
lineal lineal
. 7 . : 1
N T(v)=—v-3w s TwylFE —v+w
/ 3 3
4)
a) 1) 11) ' 1]1) . b)TR’;—)R}
Tnoes Tnoexiste Texistey
unica es tnica

A 1 1 1 4 1 8
T(: =(2X+ =y ——Z5X+—y——2~TX+-y+=-Z
(Xy2=(2x+ 7y = 323X+ 7y =3 AR
" ¢) debe ser una base de R

5 TR >R/ T(x,y)= (5x-y ; 9x-5y), es tnica

b-c¢c

6) T:P,—Ps/ T(ax’ +bx+c)= ax’ + x, T(4x* —x+2) =4x° - —;—x

—a+b+c 2a+b-2c

. 22 2 oy — 3 3.
7) T Py—R™/ T(ax” +bx+c) —a+b-2c _a+brc

3y
3 3

‘8) a) T:R*>RY Tx,y)=(~ %x +2 y,—3— X+ 4 v)

57757 5
I T

TR -R/T(x,y) (2x+ 5 Y, 5 x+23)

O) TR B Tuy)~( 705 =)

9) )

a) TR*RYT(Ly.z)=(y.x.2) b) TR —=RY/T(x,y,2)=(%,-Z,-y)

12)

Nu(T)=gen{(2,0,1)} , dim Nu(T)=1 ; Im(T)={(1,0,1),(0,1,1)} , dim Im(T)=2

©13)

Nu(T) VOO Nu(T)=3 ; Im(T)=gen{(1)} , dim Im(T)=1
u(T)=gen X \ AimNu(T=3 ; Im(T =g )y, dim Im(T)=

, llOQlJOOJ gen i)y

14)

T 3 md (P .
Una transformacion lineal puede ser: TR =RY/T(x,y.z)=(2x+z,-x+y-22,-2y+37)

44



1
H

n

)

Una transformacion lineal puede ser: T:R*>R* IT(x,y,z,w)=(z-w, x+y , 0)

16) Im(T) = {(x,y,z)/x-z=0} una solucion posible

19) a) keR b) k=0 0 k=1 )k=0yk=l

20) T es un monomorfismo

21)
1 2 - 3 4
2) M= 10 -1 | 1
-1 1 b) M=l0 2 0 oM=|2 5 3
1 0 1 1 21
22)a)a=1 b) no existe a
23)
a) k=1
, b
b) T: R™ SR /T (a d] =(2 a+4b+c+2d,at+2btetd,3a+6b+3d)
C
24)
a)V b))V o)V d)F e)F
25)
NI
X _1‘ it 2 2%
a)T": R? —»IRZ/T"(Y)= ~1° 13 (X) b) TR —»P,/T"| Y |=| 0 % 0y
- y z
Z
3 3 L
2 2
TR —-)IPQ/T‘I(x,y,z)=(~)£~;—r——z~+%t+z_xt2)

¢) no existe T"

26) .

T, ° To R*R* /T ° Ty (y)= (x-Y,2%-Y)

T, ° T R =R/ T) ° Ty (X.y.2)=(%-y,X+2,-y-2)

27)
Nu(T; © Ty) = gen{(0,-2,1)}  Im((T; © T2) ={(1,0),(0,1)}, Nu(T; oT, " y=gen{(1,-1,1)}

43



28)

6
330 5
, 2 1 3 3 5
3)M(Id)5132=(1 _J bM(Id)gip=| 0 1 cM(Id)ip= 3
B 00 3
5
» _3
2090) [u]. =| 2|, B[u], =| 2] oB, = {L-1,(0,- 1)}
- )a [U]Bl e O > )[U]B] - 5 C) 2'—[( s )7( ] E)f
2
30)
) M(T) 0 30 b) M(T) 3 -3 0
a 7= =
BIBIT| 4 g ) M(T )iz 4 2 3
31) p(x) =-x+1
L.
3 3
3) Mes(T)=| -2 1 1
333
2 2 2
EB
33)a =-4
3y-2z

34) TR -RYT(X,y,2)= (2%,-4x-y+z, >

e

), dimNu(T)=0

46
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UNIDAD TEMATICA VI

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

OBJETIVOS

v' Expresar las coordenadas de un punto y lugares geométricos en distintos sistemas de

referencia

v Calcular autovalores y autovectores.

\

Reconocer cuales matrices se pueden diagonalizar

v' Relacionar diagonalizacion con transformaciones lineales.

CONTENIDOS

Cambio de base. Matriz de cambio de base. Autovalores y autovectores. Definicion.
Polinomio caracteristico. Subespacios propios. Propiedades. Matrices semejantes.
Diagonalizacion.




TRABAJO PRACTICO N° 6
AUTOVALORES Y AUTOVECTORES

;a}"")féea los subespacios vectoriales
St ={(xy)eR*/ y=x}

2 ={(x,y)eR*/ x=0}
Sy ={(x,y)eR?/ -5x=2y}

A) determine si permanecen invariantes respecto de la siguiente transformacion lineal

T: R*— R*/ T(x,y)= (-2x-2y,-5x+y)
M Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas, justificando la respuesta:
’ yf) T(xx)=4(x,x)
b?)T( 25)=1(-2,5,V2reR
A
2;)'/§ea una transformacion lineal T: R*— R* / T(x, v, z)= (x +y +3z, x+ Sy+ z, 3x+ y + 2)

- —> -
encuentre los valoresde Ne R y de v eR’ /tales que T(v)=Av.

N :
. . . 3 .
Indique si los valores v € R® encontrados determinan una base de R’, en caso afirmativo halle

dicha base.

3) Determine para cada una de las siguientes matrices : el polinomio caracteristico, sus
" autovalores y autovectores.

01 1 2 01
a)A’—“(] 1) b)B=|1 0 1 c)C=|{0 1 ©
| 01 110 1 -1 2

4) En cada caso indicar si la matriz A es diagonalizable. Si lo es encontrar la matriz P tal que
7 P AP sea diagonal

(SN S I ]

"' 5) Demuestre las siguientes propiedades para A € R™
a) X =0 esautovalor de A <= A no es inversible ! :
" b) Los autovalores de una matriz triangular son los elementos de la dlagonal principal
¢) Ay A'tienen el mismo polinomio caracteristico( y por lo tanto, los mismos autovalores)




6) Si A y P son matrices cuadradas, tal que P es no singular. Dbmuestrv que las matrices Ay B
Uenen el mismo polinomio caracteristico siendo B=P A P!

j 7)Demuestre que si A es un autovalor de una matriz tdempotente entonces A=0 o X—]
(Nota Una matriz cuadrada A es idempotente si y solo si es A* =A)

8) Si A'y B son dos matrices cuadradas de orden n, tal que una por lo menos de ellas es no
singular , pruebe que A.B y B.A tienen los mismos autovalores.

9) Si la transformaci6n lineal T es una reflexion sobre el plano z = 0, determine una base
/formada por los autovectores de T y encuentre la matriz asociadaa T respecto a la base de
autovectores.

10) Sea una transformacion lineal TR *>R?/ T(x,y,2)=(2x-3y + 5z , -y + 5z ,42)

a) Si es posible ,halle una base B de IR* tal que la matriz Mp(T) sea diagonal.

b) Halle otra transformacion lineal distinta de-la dada que tenga los mismos autovalores que T.

11) Analice la validez de las siguientes proposiciones para A € R™
| a) Si A tiene n autovalores distintos es diagonalizable ¥
b) Si A es diagonalizable, entonces tiene n autovalores distintos
¢) Los autovectores asociados a un mismo autovalor son siempre linealmente dependientes. F
d) El nimero de autovalores distintos de una matriz es siempre menor o igual al grado del
polinomio caracteristico de dicha matriz 1%
e) Si A es una matriz cuadrada y A = 3 es uno de los autovalores , entonces el sistema de
- =
X

. . . A %
ecuaciones (A-31) = 0 es compatible determinado ¥

o

]wf,,fei’ji:Sea lamatriz A =

o o W

U“N»—*\)

a) Calcule los valores de a, b, ¢ €R paraque ;=1 es un autovalor de Ay tiene como

—
autovector asociadoa vi =(1,1,1)

b) Analice si A es diagonalizable

13) Diagonalice ortogonalmente la matriz simétrica dada. Encuentre la matriz ortogonal P tal que
P LAP=P'AP

3 2 11
03 o) oo ]
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14)Sea Sy =gen {(1,1,0,1),(0,1,1,2),(-1,0, 1, 1) }
a)Defina, si es posible, una transformacion lineal T : R* - R* que verifique simultineamente:

S, esautoespacio de T asociado al autovalor (-1) y dim(NuT)=2

f‘?&,‘;{b)lndique si existe una base de R* formada por autovectores de T. En caso afirmativo, obtenga

la'matriz asociada a T respecto de dicha base.

Respuestas
1)a)S1y 83 b) V-F
2) {-2.3,6} {(-1,0,1),(1,-1,1), (1,2,1)}
3)
a) {]:1} b) {—la']az} C){lola?)}
{(1,0)} {(-1,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)} {(-1,0,1),(1,0,1)}
4)
- a){-3,-3,8} es diagonalizable b){-1,4,4}no es diagonalizable
-1 0 6
P=0 1 0
1 05
-1 0 0
NT(x,y,2)= (x,y,-z) ;Autovectores B= {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} Mg(T)=| 0 1 0
‘ 0 0 1
10) Autovalores{-1,2,4} autovectores{(1,1,0),(1,0,0),(1,1,1)}
11)
a)Vv b)F c)F d)v e)F

12)a=b=-2, ¢=-3 , autovalores {-1,-1,1}
Autovectores{(1,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)}

13)
a) autovalores {4,-1} b) autovalores {2,0}
autovectores {(2,1),(-1,2)} autovectores {(1,1),(1,-1)}

~14)a) TR' SR/ T(x,y,z,w)= (2z-w, Z-W, -Z, -W)
_b)Autovalores{0,0,-1,-1};autovectores{(0,1,0,0),(1,0,0,0)}(1,1,0,1),(-2,1,1,0)}

0 0 0 0

Matriz asociada a T en base B: D= 0 0 0 0
o 0 -1 0

Lo 0 0 -1



UNIDADES TEMATICAS VIly VIII
CONICAS Y SUPERFICIES

OBJETIVOS

Identificar las conicas, a partir de su ecuacién candnica.

Representar graficamente las conicas.

Obtener los elementos principales de una conica.

Relacionar Jos conocimientos adquiridos sobre las cénicas al analisis de la ecuacion de una
superficie

Identificar y graficar superﬁmes.

Discutir la existencia de un lugar geométrico.

RN SRNIN

ANEAN

CONTENIDOS

Unidad Tematica VII: CONICAS
Definicién de las cénicas como lugar geométrico. Elementos de las conicas y construccion.
Ecuacién general de segundo grado a dos variables: Estudio de los distintos casos.
Parametrizacion de conicas.

Unidad Tematica VIII: SUPERFICIES
Superficies. Estudio por secciones paralelas a los planos coordenados. Cuadricas con y sin
centro. Ecuacién general de segundo grado a tres variables: Analisis de los distintos casos.
Superficies regladas: conos y cilindros.
Curva en el espacio determinada por la interseccidn de superficies. Proyeccion de la curva
interseccion en los planos coordenados.

Lh



TRABAJO PRACTICO N° 7
Primera parte: CONICAS

7
f}/’jDetermine cudles de las siguientes ecuaciones representan circunferencias
2 2 ~ 2 2
a) X“+y —6x+2y+36=0 b) x“+y " +8x+15=0
2 2
C) X“+y  —4x-4y+8=0

/}éxougpﬁtre la ecuacion de una circunferencia

i

<, %A//{\

'a)_si los extremos de unig/de sus didmetrog san (4,-3) y (-2,7)

,b) ’ con centro en el eje de abscisas y pasa por los puntos (2,3) y (6,-1).

e

3) Encuentre el foco y la directriz de la pardbola de ecuacion:
AR
. a) 6x=-4y’ b) x> -8y=0

En cada caso, grafique la curva
Y

AT

ﬂ) Encuentre la ecuacion de la parabola:
a) con vértice en (2,-3) y foco (2,-5).
b) con foco en (-3,-2) y directriz la recta x=1.
y

e
s

5) En cada una de las siguientes elipses encuentre las coordenadas de los focos y los vértices y

grafique la curva:

éﬁincueﬂtre la ecuacion de la elipse, con centro en el origen:

; a) sisus focos son (0, £2)y la longitud del eje mayor es 6.
o ! " b) siel semieje menor es 4, la distancia entre los focos es 15, el centro es (0,0) y los

focos estan sobre el eje de ordenadas.

(/V; . . ' . )
7) En cada una de las siguientes hipérbolas encuentre las coordenadas de los focos, de los

“vértices y las ecuaciones de las asintotas .Grafique la curva:

Xz 2 2 x2
a) > _ ¥ -4 ‘ ) QAL
25 9 ' 16 4

n
[ )



8) Encuentre la ecuacién de la hipérbola, con centro en el origen:

a) silas coordenadas de los vértices son (0,% 2) y las coordenadas de los focos (0,% 3).

b) lasasintotasson y = =+ —i— x y los focos tienen coordenadas (£ J10 O).

&

95 Indique, si existe, el nombre de la conica, el centro o vértice de la misma y la ecuacion de

“la traslacién efectuada para obtener su ecuacion canonica.

2) 9% +16)° +54x =32y -47=0 )52 —6x+4y—11=0
c)4x% —16x-9y? +18y+7=0 d)4y’ —x* +40y - 4x+60=0
= 2

e)x"+y +6y+17=0 f)y* —10x-2y+21=0

- 2 .
10) Demuestre que una ecuacion de la forma ax” + by = 0 , con a y b niimeros reales no nulos es

la ecuacién de una parabola con vértice en (0,0) y eje de simetria en el gje y.

11) Encuentre las condiciones para que una ecuacién de la forma ax? +bx + cy+d=0,a%0,

represente:
a) una parabola.
b)  dos rectas verticales.
¢) unarecta vertical.

d) notenga representacién grafica.

12) Dada la ecuacién y* +ax® = x
Identifique para que valores de a queda determinada una elipse o una hipérbola.

n
(o8]



Respuestas
1)

a)no tiene grafica

radio =1

2) .
a) (x-1)+(y-2)"=34

3)

b) centro O (-4,0)

b) representa el punto (2,2)

b) (x-3) +y*=10

a) foco F(~ %,O) directriz x=—z—

b) foco F(0,2) directriz y= -2

\ 2.5 ./
. 2 /
S 1.5 )
N -
ANy 1 e
S 0.5 ///’
-4 -2 2 4

4)
a) (x-2)" =—8(y +3)

5)

b) (y+2)" =-8(x +1)

a) focos F(& ﬁ,O ) vértices A(% \/6~ 0)

//-"J'ih A B

~.
o

'\\ - - 1 E /

b) focos F(0, = 4) vértices A(0,£5)

BN

thn




2 2 2

2
A+l =1 by Y
16 289
7)
- , 3 ., .
a)Vértices (£ 5,0) ; asintotas y=+ gx ; focos | b) Vértices (0,+4 ) ; asintotas y==% 2x ; focos
F(0,£2+5
F(++/34,0) (04245
\x.\_ ol
. \\\w///
v
\ //
-6 Vi 2 2 4 \\ 6 )
/! -2 N
e 3 ™
) // T
8)
2 2 2 2
a) -2 =1 ) JEC A
4 5 g8 2
9)

a)Elipse de centro centro (-3,1)
ecuacién canonica9(x +3)* +16(y —1)* = 144
y {x'z X+3
traslaciéon §
y=y-1

c)par de rectas 2x-3y=1; 2x+3y=7

h

b)Parabola con veértice (3,5)

ecuacion candnica (x —3)° = ~4(y - 5)
L x'=x-3

traslacién
' y=y-5

d) Hipérbola de centro centro (-2,-5)
ecuacion candnicad(y +5)° — (x +2)* =36

o IxX'=x+2
traslacion < |
V=y+5

h




) no hay lugar geométrico fyParabola con vértice (2,1)

traslacion {

i) ) iif)
ce*0 =0 A b*=4ad>0 =0 A b®—4ad=0

12) Si >0 A a = les una elipse, si a<0 es una hipérbola

(ol
[@2Y

X'=x-2

y'=y~-1

V)

¢=0A b*-4ad<0



Segunda parte: PARAMETRIZACION

. S L 2. g
1) Halle las ecuaciones paramétricas de las siguientes curvas de R”, indique el rango del

parametro

a) x2+y2:x,y20

by x4 2x+4yE -8y =0.x20,

d) y+]=x2——5x

2) Halle 1a ecuacién cartesiana que corresponde a la ecuacion paramétrica y realice su grafica.

" [x =4 sen2t T Ax =2 cosa
a)/ 0<ts— b - OLasn
. ly=4cos2t 4 77y =3sena
AIX = 5secd T 31
/;d‘f ,0Soc$27t,a¢——,oc¢3~
y =5 tgo 2 2

/3) Halle una parametrizacién adecuada de la trayectoria de un punto que se mueve sobre la
;!
parabola y2 =x +1, x 2 -1, comenzando el movimiento en el punto (-1,0), moviéndose hacia la

derechay finalizando en el punto (3,2).

4) Un punto se mueve sobre un arco de curva XeR? ,i =(t,V1- t2 ),[t < 1. Encuentre otra

parametrizacion de dicho movimiento, tal que t= 0, comenzando por el punto (-1,0)

(]
~1



Respuestas.

)
. a) b)
1 1 ‘
X =—+—C0osQ x=—1+\/gcosa
21;2 0<o<n J5 ,0<a<2n -
y =3 sena y=larysenx
c) X==+1
d) Z s VteR
x=2+-@seca T y=t2“:9‘
9 Ofas2nAaa#xr—na#— 4
y:—4+x/§tg0t
2)
2 2 2 2
= 2
a) X" +y =16,0<x<2,0<y<2 b)}_+_}j_:1’y_>_0
4 9
¢) y=(x+1)*, 0<x<2 R
d) x -3 =1

3) XeR?:, X =(t2-1,1),0<t<2

X =—COSQ
4){ L,0<psn
y=senp




Tercera parte: SUPERFICIES

1) Analice si la ecuacién dada corresponde a una superficie esférica, si lo es, indique el

centro y radio
a) x2+y2+z%-4x+4y+6z+20=0
b) 2x%+2y? +222 - 6x+10y +10=0

c) x2+y2+zz+2x—4y+22+6=0

2) Indique las condiciones que deben verificar a, b,c.d € para que

2 2 ' . .
X“+y + 22 vax+ by +cz+d = 0 represente la ecuacién de una superficie esférica.

2x-y=2 o
3)Sean L;: 1 y L, (xy,2)=1(1,2,3)+(1,0,0)
y—o=-
Obtenga la ecuacion de la superficie esférica con centro en L, ML, y que es tangente al

plano a: 2x-z+3=0

4) Indique, cuando sea posible, qué representan las siguientes ecuaciones en R’y R,

a) x° -y’ =z ]
b) x2+y2+22=9
c) 2x-y+z=3
d) $*-2y+2x+1=0 |
e) X+y +6x-2y=0"

o E,xz—Z‘y2+zz=4

' g) 2x2 + ?_y2 + 4x -6y-z=90
h) -4x* -y +2 2°-8=0 ‘
)

i) W H+Z=9

b
i
(V8]

5) Dadas las siguientes superficies:
a) y=x".
b) z=3+x"+y’

¢) xX*+yi+z’ =4



d) 36x> -y’ +9z° =144,
e) y2=4x2+22.

x*-y*-z" =4.

N

y yi+z'=9

U

h) z=x'-3y"
i) Identifique y grafique cada una de ellas.
ii) Analice para qué valores de la constante k/ k € R,’existe interseccion con planos x =k,
y =k, z=k. Cuando exista, encuentre ¢ identifique la ecuacion de la curva interseccion.
(Les parece que se podria pedir que

ﬁ) Las superficies dadas se cortan segtin una curva C. Grafique las superficies ,

7
LA

/" parametricen la curva C y su proyeccion sobre el plano coordenado que se indica.

a) S :x2+y2+(z~2)2:4 .S;: z=1 plano xy
b) Sy ix=2"+y" ;S;:x=4 plano yz
¢) § 2t =% +y2 1Sy Hy? +z> =10 plano xy ,z>0

d) 8§ :-% -6y2+zz=1 ;8,0 z=2 plano xy

7) Obtenga el hiperboloide de una hoja que cumple con las siguientes condiciones:

a) Sutraza con el plano xz es una hipérbola equilatera centrada en el origen tal que uno de sus

vértices es el punto (1, 0, 0)

b) Sutraza con el plano xy es la circunferencia con centro en el origen y radio 1.

8)Sea la superficie S de ecuaciéon : - x> +y* - Az=B.

Determine los valoresde A y B en cada uno de los siguientes casos:

a) S representa una superficie cilindrica cuya traza con el plano xy es una hipérbola de
distancia focal 3+/2 y eje focal “x”.

Obtenga las trazas y grafique la superficie para los valores hallados.

b) S corresponde a un paraboloide hiperbolico que contiene al origen y cuya interseccion con el

plano x=1 es una parabola de vértice V= (1, 0; 2).



Respuestas

1) a) no corresponde a una superficie esférica

. L. 35 . 7
b) es una superficie esférica de centro en (;)—,——?—,O) y radio 1 = 5
¢) corresponde al punto (-1,2,-1)
2)a® +b2+c% > 4d
2 2 a2 16
3) (x-2)+(y-2)"+(z-3) 3
4)
EnR? EnR’ EnR’ En R’
Y — a) paraboloide hiperbélico | f)em—mmemocrmeammmenee f) hiperboloide de una
rama ,
b) mee e b) superficie esférica o R g)paraboloide circular
o — c) plano £ B —— h) hiperboloide de dos
ramas
d) parébola d) superficie cilindrica i) recta 1) plano
parabdlica
e)circunferencia e)superficie cilindrica [ e —— J)elipsoide
circular
5)
a) superficie cilindrica parabdlica b) paraboloide circular
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X = \/g CosQ,

©) C(t):[y = 5cosa
z=+5

2 2

2
Cx, y.2):

0<o<2n
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7 x*+y?-2z7 =1
8)

a) A=0 ,B=——2
4

La superficie es —x*+y’ = - "

1

b)A=-—, B=0
2

. 2 2 1
La superficie es —x"+y“=- 5z




UNIDAD TEMATICA IX
APLICACIONES de diagonalizacion

-OBJETIVOS:

v" Aplicar los conocimientos adquiridos sobre autovalores y autovectores al célculo de
matrices .

v" Relacionar los temas de Geometria Analitica con el concepto de autovalores y

autovectores.

v" Adquirir habilidad para aplicar recursos algebraicos a la resolucion de distintos
problemas .

CONTENIDOS:
Aplicaciones a la geometria y al calculo de matrices.
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TRABAJO PRACTICO N° 8

APLICACIONES DE AUTOVALORESY AUTOVECTORES

1) Si A=( | 1) es una matriz cuadrada y p(A) es su polinomio caracteristico

verifique que :entonces p(A)=N

. (-4 1 (11
2) 51 Aﬁ(O 2} y P-(O 6)

a) encuentre P!
b) Si Ay B son matrices semejantes , encuentre B®

3)SiD -1 0 p -1 2
1 = —

o 4/ 771 3
a) encuentre P’

b) si se verifica que B=P"' D.P calcule B

4) Indique , en cada uno de los casos , si para calcular A® se debe realizar el producto de
matrices o se puede usar alguna propiedad. Justifique su respuesta.

2 -2 0 0 1 0
a)A=|-2 1 =2 byA={0 0 1

0 -2 0 1 -3 3
Autovalores {-2,1,4} Autovalores {1,1,1}

/51)" Dadas las siguientes ecuaciones, exprese en forma canonica, identifique y grafique.
a) x2+4xy+y2~3=0
b) 5x2+6xy+5y2—8=0

¢) 9x% -24xy+16y* -25=0
d) 9x? -24xy+16y* +y =1

6)Sea 2x* +2kxy+ 3y’ =1.
< Halle todos los valores de kR tales que sea un par de rectas.

7) Sea la elipse x>*+11y’> =11 referida al sistema de coordenadas cuyos ejes son
S

g 3 ;1_) v [L —i—J Obtenga la ecuacién
J10 7o) J10 7410 ) ”

A
generados por los vectores u = (

. ;- 2
referida a la base canénica de R” .



Respuestas.

2
g 65536 0
a) B° =
0 256
3)
3 2
s _{ 5 5
)P~ = l _1_
5 5

[ S

b)P =

| —

0)B° = 469 1230
{205 614

4) a) es diagonalizable , se puede usar que A'=P'D'P

b) se debe hacer el producto indicado

5)
a) b) 5
12 2= (3 3)
2=(, 1) \
- 2 1 \\5 .
\\ {{51 3}/ {3/ 5}} "/_\\l‘g)\
({1, 2}/ {21 113 . 1 \\\
Ei gervalues 3] Fi[173 Eigenmvalues(A] os|
A \\
\\ {2, 8} 4590505 | 6.5 1 L5
{-1, 3} = N, =0.5 \
\ BEigemwectors[A] _1 >
Eigarwectors[A] - P y
= 0 (-1, 13, {1, 1)) ]
{{—1191}, {112, 1)} —
2=(_15 16) 2= 15 16) :

Eigenvalues [A]
{25,0}

Eigenvectors[A]
{{’314}1{4f3}}

Eigenvalues[Al]
{25, 0}

Eigenvectors[A] / P

.5

{{-3,4},{4,3}} //"

1

6)|k| =1

7) 2x*+6xy+10y* =11
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APENDICE

NUMEROS COMPLEJOS

INTRODUCCION

D

Sea la matriz A4 = { _.l 1} Si calculamos sus autovalores resulta:
) (1—-2) 1 .

A=Al = L=l —-1=20

{4 ! 1 (1— 1) 1 ) 0

El polinomio caracteristico es: A~ — 24— 2 =10

y sus raices son: iy = 5—::_; poAL= :"":_:‘

gue no tienen solucién en X para solucionar esta cuestion. definimos el nimero imaginario

i de modo que: i*=—1, obtenemos asi los autovalores:

A continuacion desarrollaremos los conceptos basicos de n° complejos y sus operaciones, con los
cuales extenderemos el conjunto de los nameros reales F al conjunto de los nimeros complejos C.
Luego de desarrollar estas operaciones basicas, calcularemos los autovectores de la matriz 4

y hallaremos la matriz P v su inversa £ ' que nos permiten diagonalizar la matriz

69



i)
FEcuaciones como %~ = 8 = { (1)

No tiene solucién en R . por ejemplo:

It

en(iy : x~=-

Para solucionar este problema matematico podemos definir un nuevo tipo de nimeros que nos
permitira resolver estas ecuaciones: los nimeros imaginarios

Definimos el nimero imaginario i de modo que: it=-1

y esto nos permite resolver las ecuaciones anteriores:
G  |x=v-9 =3i

Luego las soluciones son: x=3i v x=-3i

(1) x==24+] v x=-2-i

En las soluciones de la ecuacion (ii) tenemos nimeros que tienen una parte real ? y una parte

imaginaria 7m. A estor nameros con parte real e imaginaria, los llamamos nimeros complejos C.

Definicién: Un nimero complejo z es un par ordenado de nimeros reales £+, ')

donde x es la parte real ® e y es la parte imaginaria 7.
zZ= (x;y)=X+iy
R(z) =x Parte real de =z

3m(z) =y  Parte imaginariade z

Ademas de la resolucion de ecuaciones matematicas como las anteriores, los nimeros complejos
tienen aplicaciones en Ciencias e Ingenieria: utilizamos nimeros complejos en modelos de circuitos
eléctricos, en analisis de vibraciones mecédnicas de sistemas, teoria del calor, dindmica de fluidos,
electrostatica, descripcion de ondas, especialmente en fenomenos de difraccion e interferencia de ondas
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de luz, en mecanica cuantica la funcion de onda que describe objetos como los electrones necesita de
Jos nimeros complejos como parte esencial de esta descripeion.

Podemos considerar a los nimeros complejos como una extension del conjunto de los numeros reales,
y en este nuevo conjunto de numeros, el Teorema Fundamental del Algebra establece que cualquier
polinomio de grado » con coeficientes complejos (de los cuales algunos o todos pueden ser numeros
reales) tiene n raices (contando las raices multiples).

CONCEPTOS TEORICOS BASICOS:
Forma Polar o Trigonométrica de los nimeros complejos:

&

y

v

X =p COSYP
y =p senq

Z=X+1y=p cosp+ipsene

z=p (cos<p+isen<p) Forma Polar

o también utilizando la notacion abreviada: z=p cis@

Siendo:

p= lzl:‘" Jx*+y? médulo o valor absoluto de z (p=0)

X
Q=arg(z) = arcsen > =arccos = :arctgl (z=0)

P X

Valor 'principal del argumentode zz 0<@p<2m

Forma Exponencial de los nimeros complejos:

Se basa en la férmula de Euler (la demostracion no esté al alcance de este curso)



e'? = cosq+iseng Formula de Euler

z=pe'® Forma Exponencial

Sean los nimeros complejos:

i

Zp =X+ p; [cos(oy) +isen(op)]= p el

Zy =X, +iy2= P, lcos(y) +isen(py)]=p, e

[gualdad:
Zy=Zy X=X AY1TY2
ek,
= — — ; S
21 =27 <p1=p2 A Q=0 +2kn Ak EZ\; o
Suma: Yo
- bt
zy+2y= (X +X2)+i(Y; +¥2)
- 21122
);A -2
z .- s
J Z|
X
Suma de Numeros Complejos
Producto:

En forma binémica:
N 212 =(X; +iyy) (X +iy2) =(X Xy —¥1¥2 ) +1(X) Y2 + X2¥1)
En forma exponencial:
212y = (91 e ){Pz e'f }2 (P1p2) (ﬁkp' e'? ) = (pypy) e (M0
En forma Polar:
225 = (py p2) [cos(; +@y) +isen(py +9,)]

Cenjugado de un nimero complejo:

Sea z = x + iy, llamamos conjugado de z al niimero complejo z =X—1y

Cociente:
Sizy=0

En forma bindmica:



iy
hE
):1 l

(xl +iyv

U R B
,

iq
e

8]
[N}

S

En forma exponencial:

En forma Polar:
Z

Zy

Potenciacion:

Radicacion:

Si w=re®

Z

P2

Zy

Dl[

=—|c
&

Py e'®

pz el(

:)(""2 -1 5’:) NGt
3 .1‘23 Ty

= P Gite -,
P2

2 2
X, + ¥,

)

0s(@y = @, ) +isen(P; — @, )]

an(pei(p)” :pneincp

z" =p" [cos(n(p)+i5€n(n@)]

Vi=w @ z=w" ope'®= "™ o p= 1" A@+2kn=n0=>r=0p A 0=

Vz=1fp e

2 . +2k
Nz=wy = Q/E cos(w)ﬂsen(u
n

@+2kn

n

A k=0,1..

n

-1

J A k=01L...n-1

En la siguiente figurase muestran las raices sextas de un complejo z

v

@+2kn

n



Curvas y regiones en ¢l plano complejo

Rectas que contienen al punto z, = (XU ¥V, ) =p, CiS ((p“)'

Paralela al eje real:

Paralela al eje imaginario:

Y=Ya IV
Zo=(X0:¥0)

X=Xg

Mediatriz del segmento z,z, : I z— z‘l = ] z~ z7$

v

Semirrecta: @ =¢q,

})

v

v



Circunferencia con centro en z, y radio 1 l z~2 ]: r

Circulo con centro en z, y radio 1: [z~ Zy tS r

&

Zy

A\ 4

X
Elipse con focos en z, y z, y didmetro mayor “2a”, siendo 2a > } Z,_z:
lz~zI |+}z—z2 =2a
EJERCICIOS PROPUESTOS
Ejercicio 1:
Dados los siguientes numeros complejos:
z, =3-4i z, =1+1 z,=5-4

Realice los siguientes célculos:

_ 15) (zz + zJ Z‘2

I.) z,z, /

SV TN 23— 2 oz, )
12) 3m(z,)z, +lz,| (1.3)) =22 1.6), | =2 :
P Smezz ] 03) = 1) | s
(1.4) Rz, +2,) 17) Wz} )+ 2Rz +1
(Zl +Z, ) .

3.2
1.8) =z, +iz,” —2z,



Ejercicio 2:
Complete el siguiente cuadro segin corresponda y represente en el plano complejo:

BINOMICA POLAR EXPONENCIAL
-2+2i
3cis(dn/3)
Seni
—4i
o
ﬁcis(SnM)
cis(nm) Ane’
e"i

Ejercicio 3:

Complete el siguiente cuadro e interprete geométricamente los resultados obtenidos en la sexta
columna:

z |z| arg(z) z' z° iz
3i
2+21
-5
~3i-1

Ejercicio 4:

Utilice: (cbse +1 sene)" = cos(n@) +isen(nd) (de Moivre) para probar:

4. ]') cos(30) =4 cos* 6 —3cosO 4.2) sen(30)=—4sen’0 + 3send
Ejercicio 5:

Resuelva las siguientes ecuaciones y grafique el conjunto solucion:
5.1) cosx+isenx =senx +icosx Ax € R
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52) 2° =327 +3z+7=0

53) z'+472°1-62" -4zi-15=0

Ejercicio 6:

. . . ; 1 o : -1 :
Diagonalice la matriz 4 = { L | y obtenga la matriz # y su inversa 7" que nos permiten

—1

diagonalizar la matriz

RESPUESTAS
Ejercicio 1:
1.1) ~1-7i
1.2) 10-4i 1.5) 30-165i
1.3) 1-i 1.6) 31-8i
2 1.7y 0
1.4) —1—:+]—'—i )
Ejercicio Z:
. 3
—2+2i 2+/2cis(3n/4) 2J2e
5
ERRVEY 3cis(5m/3) 35
2 2 e
-5 5cis(n) Se'"
. .3
—4 4cis(3n/2) 47
eﬁ eﬂ eﬂ
.5
-1-i V2cis(3n/4) N
-n" cis(nmt) Ane’Z el
_i cis(3m/2) '3
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Ejercicio 3:

z 13' arg(z) = z* iz
31 3 z 81 -729 {@cis{—g@k +])]/\k =0:1;2:3
2 :
2421 2.2 —;E -64 -5121 Wcis{%@kﬂ)}/\k =0;1;2;3
-5 5 T 625 15625 Y5 cis -}(Qk—ﬂ)}\kzo 1;2;3
~3i-1 2 %n 16(~1—ﬁi) 64 i/zcxs[g—(l‘kar’z)}/\k:O 1;,2:3
Ejercicio 5:
5.1 x=§—+kn/\kez
2k )
52y z., =1+20is(n+”l\n) Ak=0:12 z, = 2+4/31; z,=-1; z4 =2-/3i
. . [k . . . n-
53) z,, =—1+2<:xs(7 j Ak=0:1;2:3 z,=2-i:2z,=1; z,=-2-1;2, =-31
Ejercicio 6:
1-1 G !
Y N
St
1 ) -1 = 2 }
P R ) P ;
Sl i ‘...{‘_ =~ !
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Aplicaciones a conicas
Ejercicio 7:

Determine, en cada una de las siguientes ecuaciones o desigualdades, el conjunto de puntos del plano
complejo que satisface cada una de ellas. Grafique tal conjunto.

74) |z-8+4i|=9

73) |z +3m(z) =16
 }’7-4) |z-2i|+|z]=6
7.5) 3m(z—i)=R(z+1)
7.6) |z+2+i|>|z-1|

7.7y —1<R(z) <2

79



Respuestas

Ejercicio 7:

7.1) }z - (8 - 41’)’ = 9 Lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto (8;-4) es
iguala 9. Circunferencia con centro en 8 — 4 y radio 9.

O también: S, = {x;)e C/ (x—8) +(y+4) = 81}

7.2) }z - (O;O)‘ = Iz - (O;l)’ Lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del origen y de
A(0;1), la mediatriz del segmento OA . O también: S, = -{(x;y)e Cly= %} Recta paralela al eje
real.

73) §; = Jl(x;y) e C/¥x* +(y + %—) = 6—45—} Circunferencia con centro en (O;—%) y radio _\/5_5—_5_

7.4)  Lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos (0:2) y al
origen (focos) es igual a 6 (2a = 6).

S, = {(x;y)e e/ -;— +—(-)—/'—9——Q— = 1} Elipse con centro en (0;1) eje focaleje y;a=3; b = 242
yc= 1.

7.5) S, ={xy)eCly=x+2}

76) S, ={x:y)eC/y>-3x- 2} Semiplano.

7.7 S, = {(x;y) eC/-1<x< 2} Franja paralela al eje y.

| 7.8) S‘s = {(x;y)e C/ly> —-%/\ x* +,V2 < 11

J
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Rama inferior de una hipérbola

r
7
g



APENDICE I

Aplicaciones de Algebra Lineal v Calcuio: Serie de Fourier:

1) Espacios Vectoriales de dimensién infinita:

a) Consideremos un vector de %", pero con infinitas componentes,

diremos que » e R”, pero el vector debe tener longitud finita, es
decir:

2
- " - - @

2 2

y = (z/'.u2 )y ul =<u,u>= E u” <k

i=]

ul<k, ke®R" , 0sea

Por ejemplo: "= (1.

| e

Sy

su dimension es: |u

B

I
) 1 72 & 1 .
:[z_ii , sabemos que Y = es una serie
n=1 n- i

n=|

- ] h
convergente (por el criterio de la integral: f _]de:b o (—lj =1)
x° —> 4ol x ),

luego la longitud del vector es finita.

El vector v=(L11.. 1 ..) tiene longitud infinita.

b) Consideremos como vectores las funciones f(x) g(x), ... h(x)...
definidas en el [0, 2x]. Definimos como producto interno de estos

vectores reemplazando la sumatoria de los vectores discretos por
integrales en el caso de los vectores continuos:

(7). g = |

0

27

S (x)ex)etx

2 /I’g
Y la longitud de un vector resulta entonces: |f(x}|= Un fz(x):ix]

Ejemplo:

1) Sea el vector 7(x)= senx
<f . > = j()-r senx“ = \/;

sen’xdx=n  luego, su longitud es:

2) Las funciones f(x)=senx y g(x)=cosx son ortogonales pues:

O —



(f.¢)= l.’ yenx.cosxdy = )

También son ortogonales entre si las funciones:

1, senx . sen2x . sendx, ... . 8€nnx,...,COSX. COS2X,...COS X, ...

2) Serie de Fourier:

La serie de Fourier de una funcién f(x) es su desarrollo en senos y
cosenos: '

F(x)=a, + a, cos x + bysenx + a, cos 2x + b,sen2x + ...

Donde los coeficientes «, . b, son las coordenadas del vector f(x) en
la base {l senx . sendx | sendx . ... sennx,..,cos x, cos2x,...cos nx,..} , que es una

base ortogonal, y de infinitos vectores.
La longitud de f(x) es:

s

oAb a 42
(f.f > P = [ L (a, +a, cosx +bysenx + a, cos 2x + bysen2x +...) de =

[NAN

I
/

2z 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=[f (a(, +a, cos” x+b sen"x+a, cos” 2x+b,sen 2x+..)dx| =
0 2

]/
2

[7TE(I,) —Ht(al +b,’ +a7 +b, +. )]

Una base ortonormal (candnica) es:

{ 1 cosx senx cos2x  senx }

NN N L T

Luego. una funcion / (A) puede escribirse como una combinacion lineal de esta base
ortonormal:

4, ,
SCHX + =2 008 2X + —= Sen2x + ...

—14—0—- COS X +—= B
o f -
Y la longitud del vector serd: |f(x) =4, + 47 + B +4," + B, +...
(recordar que la longitud debe ser finita)




Eiemplo:

Sea la funcion:  r{x)=1

()

J—~l Josi o —m<x<(
]

si O<x<m

¢Como desarrollar en serie de Fourier esta funcion?
(Nota: observemos que si x representa tiempo, el desarrollo en serie de

Fourier de esta funcién nos dard las componentes de frecuencia de la
funcion, siendo los coeficientes 4, , B, las amplitudes (o intensidades) de

cada frecuencia).

7(x) = ay +a, cos x + b,senx + a, cos 2x + b, sen2x + .. (1I1)

Si multiplicamos ambos lados de la igualdad anterior por cosx e
integramos en el intervalo [0. 2n]obtenemos:

n 2 . .
| /x)eosxdx= ["ajcos xdc=am  (los restantes términos se anulan)
1 .

- 1 2=
y obtenemos el coeficiente a, == [ f(x)cos xdx
7T

Analogamente obtenemos los restantes coeficientes «, , 5, multiplicando la

igualdad (I1) por: 1. senx , senx , sendx ..., Sennx,...,Cos X, COs 2X,...COS 1X,...

')




1 rin .
a, = - L Jx)eos focelx |
i

i

b, = % LG]"(x)yen/ocdx

1 2n
a, = g L f(x}?’x

Si utilizamos estas formulas para obtener los coeficientes, resulta:

I 3 5 2n+1

. 41 senx sendx  senSx senm2n+1)x
/(x): [ + + +.‘.+———£-———*)+...
T

f(x) 4 i sen(2n-+1)x

(serie de Fourier de (I))
mig (2n+1)

Y la longitud del vector resulta: |7(x)|=+2n

Representamos graficamente utilizando el Mathematica , primero un solo
término de la serie, luego dos términos, y asi sucesivamente, vemos como
la serie, cuanto mayor es la cantidad de términos considerados, mas se
aproxima a la funcion (I).




=i PLot[(4/P1) (Sin[x]), {x, -Pi, Pi}]
* })/‘ \'\,
/ \
6.5 ‘\
S,
."1
'.’).'

Oitfdl= - ]}ra}:'hin:f_: .

nsl= Plot[(4 /P1i) (Sin[x] + {1/3) Sin[3x})}, {x, -Pi, Pi}]
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UTN. FRBA PARCIAL PARTE A , 2009
Turno Noche ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

Apellido ¥ NOMDBTES: ..o Tema 1
L4 condicion para aprobar este parcial €s tener 3 gjercicios bien resueltos Como minimo

1 2 3 4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos
los ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

x+2y+z=2

x=ky
a) Halle todos los k € M tales que la distancia de la recta al origen sea d =2
b) Para el valor k =1, grafique la recta r como interseccion de los planos que la definen.

1) Sealarecta r {

2) Seael hazde planos ofx~ y+3z)+B(y+z+1)=0
a) Halle la recta comun a todos los planos del haz
b) Halle todos los planos del haz, si existen, que son paralelos a la recta » que pasa por el

punto P(—~ 2,3,]) yesparalelaalejex yalarecta /:X = Xo+ 7»(—- 3,2,5)

3) Justifique si las siguientes afirmaciones son Vo F
a)Sea AeR"™/A* =4 A A esinversible = VkeR:|kd|=k"

e

b) Sea {u Vv, w} < R°® un conjunto de vectores linealmente independientes = Vk e R

B s e

el conjunto {k u-v,3v+w 2u+ vtk w} es linealmente independiente

4) Sea (ER""'” L+, R, ) espacio vectorial. Sea S = {X eR"" /X A= A.X} con A matriz
fijade M™". :
a) Pruebe que S es subespacio vectorial de (SR’”'” ,+, R, )

-1 0
b) Paran=2y 4 :( 0 1), halle base y dimension de S

5)Sean: S = {x,y,:,u)e R/ x+2y-—u= O} , W= {(x,y,:,u)e R/ y=z= O}
a) Obtenga S MWW , una base y su dimension.
b) Obtenga S+ , una base y su dimension.




UTN. FRBA PARCIAL PARTE A 2009
Turno Noche ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

Apellido Yy nOMDTES: .o Tema 2
La condicion para aprobar este parcial €s tenet 3 €jercicios bien 1esuelios como minimo

1 2 3 4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos
los ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

1) Sean las rectas 7, = (x,y,2) = (50,2)+ M2.1,0) ; 7 =(x.»:)=(2-13)+A(-101)
a) Halle su punto de interseccion y la ecuacion del plano que determinan y calcule la
distancia del plano al origen
b) Grafique el plano utilizando sus trazas

2) Sean los puntos 4(3,~1,2) , B(1,2,0) y C(2,~2,5) los vértices de un tridngulo.
a) Calcule el area del triangulo
b) Halle la ecuacién del plano que es normal al segmento AC y que contiene al punto
medio del segmento BC

3) Justifique si las siguientes afirmaciones son V o F:

3 0 %
a)Lamatriz A={-1 1 2 |esinversible VkeR
k2 12

- > > ; - - . — - - - = = -
b)Sean u ,v,weR'/u,vy esunconjunto L.J..y w=0ou+Bv = u,v,u+wp esun

conjunto L.D. (linealmente dependiente) Vo,fe R - {0} Justifique su respuesta
utilizando la definicién de conjunto de vectores L./

4) Sean A=(A; A, A;) e R™ / Det(A)=k#0 y
B:(A]+2AQ,Q.A2+2A3,—A1 )
Verifique que B es inversible para V o € R y obtenga Det ( B ) en funcion de &

5) Sean los subespacios de (SR3 A0, ):
S, = {(x,y,:)e R 2x+y+z= O}
S, = {(x,y,:)e R/ ax+z=0nby—z= O}
a) Halle los valores de "« y "b", si existen, para que S, sea igual al complemento ortogonal
de Sz.
b) Paraa =1, obtenga los valores de "b" para que S, +S, no sea directa.




UTN. FRBA PARCIAL PARTE A 2009
Turno Noche ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA '
Apellido y nOmMDIES: .o Tema 3
La condiCion para aprobar €sie parcial €8 ener 3 ¢jercicios bien resuelios Como minimo

1 2 3 4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos
los ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

1) Sea el haz de planos at(3x~y+z)+B(-x+2y+kz+1)=0
a) Halle £ € R, si existe, tal que la recta interseccion de todos los planos del haz pase por
el origen de coordenadas.
b) Para el valor k£ =1, halle el plano del haz, si existe, que es perpendicular a la recta
r:(xy2)=(3-12)+1(10,-5,2). Graficar el plano hallado.

2) Sean las rectas r, :(x,y, :): (3,2,k)+ X(’l,—l,l) y rn, :(x,y,:)z (2,— 1,0)+ ¥ (11,2,1)
a)Para k=1, halle e R si existe, tales que las rectas sean coplanares.
b) Determine, para 2 =1, el valor de k tal que la distancia entre las rectas sea d = V35

3) Justificar si las siguientes proposiciones son V o F:

a) Sean 4,B,C e W"™"/ (4+B)C =N = IC|=0 (N : matriz nula)
1 0y/(0 2)(0 O 5 . .

b) Sea B= , , < M**?, una base de S, subespacio vectorial de
¢ 0){1 0 1 0 '

2x2 § k0
@®*? +.%, )= | |eS vhen

4)Sea A={(1,3,1,~1)(2,1,0,0) (1,1,1,0)}
a)Halle, s1 existe, he R/ A4 sea un conjunto de vectores linealmente independientes
b) Para & =2 obtenga el subespacio S = gen 4

5) Sean los subespacios vectoriales S = {(x,y, z, u) eR'/x—z=0Au= O}
W= {(x,y,:,u)e R/ x—y+u=0 }
a) Obtenga S NI, una base y su dimension.
b) ;S+W esuna suma directa?




UTN FRBA Parcial A. Algebray G. Analitica Viernes 23/10/2009
TURNO NOCHE

Apellido y nombres del AIUITITIO oo Tema 11

Apellido y nombre del profesor: ...

La condicion para aprobar este parcial es tener bien resueltos como minimo :
a) Dos ejercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, o
b) Dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

1 2 3 -4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en la;hoj as que entrega, el desarrollo de todos
Jos ejercicios para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ

1) a) Verifique que todo plano que contenga a los puntos P (1,2,-1)y Q(2,0,1), debe
contener también al punto R (-1,6,-5)
b) Halle la ecuacién del plano que contiene a los punto P ,Qy al origen de
coordenadas.
Grafique el plano utilizando sus trazas.

2) Sean los puntos: A=(3,-1,2) , B=(1,1,0), C=(1,2,-1)
a) Halle el 4rea del triangulo que tiene a los puntos anteriores como vértices
b) Halle la ecuacién de un plano que contenga a los puntos anteriores y calcule
su distancia al origen.

3) Sea {x Y, u, v} c%R° un conjunto de vectores linealmente independientes

Verifique si el conjuntos 4 es linealmente independientes OkO O, justificando la
respuesta.

A={x~y,y-u,ku—x}

4) Encuentre una base y la dimension de /7, subespacio vectorial de R,
halle su complemento ortogonal , una base del mismo y su dimension.
Exprese una base de R* utilizando los resultados obtenidos.

W = gen{(1,-1,2,0), (2,3,0,3) , (1.9,-6,6)}

5) Dados los vectores de R*:
vi=(10,1,-1) v»=(1,10,0) w=(LLk1) ve=1(0,0,2,2k)
y los subespacios S = gen{vy, v} y Sy =gen{vs, v4j

a) Obtenga la dimension de S, + S, de acuerdo con los valores de k. ;Para qué valores de
k la suma es directa?

b) Halle la interseccion de S; con el subespacio W={x € RY/ x=2%: = Xp 4% = 0}




UTN FRBA Parcial A. Aloebra v G. Analitica
TURNO FECHA: martes 27-10-2009

Apellido y nombres del alumno:.................ooooo e, Tema 12
Apellido y nombre del profesor: ............................ .

La condicion para aprobar este parcial es tener bien resueltos como minimo :
a) Dos ejercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, o
b) Dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

1 2 3 4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los
ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

x+y+z=1
xX—kz=0
a) Halle todos los k e R tales que la distancia de la recta al origen de

coordenadas sea d=1
b) Grafique ambos planos y la recta interseccién cuando k = 1

2) Calcule la distancia de larecta L, : (x,3,z) = (2,,0)+ A(1,1,]) al plano = que contiene

al eje =z y que es paralelo a larecta L,. Grafique el plano. :

3)Dados : A= {{1,21,0) (~LL,L1) (2,-1,01) (0,52~} = R*. Halle base y dimension del
subespacio generado por 4

1) Sealarecta r: {

4) En el espacio vectorial P, de los polinomios reales de grado menor o igual que 2 y el
polinomio nulo, estd incluido el subconjunto T = {axz +bx+c/3a+b= c}
a) Demuestre que T es subespacio vectorial de P,
b) Determine una base y la dimension de T

5) Dados el subespacio de R* : S = {(x, Vo) x=—y= 2:} y el vector v =(2,0,1),

halle un subespacio ¥ que incluya al vector v ytal que S®W =R’




UTN FRBA ALGEBRA Y G. ANALITICA. Recuperatorio Primer parcial.

Fecha 11/12/09 TT
Apellido y nombres del @IUIMNO:. ...
Apellido y nombres del docente: . .Tema 2C
Apellido y nombres del docente auxiliar:

La condicién para aprobar este parcial es tener bien resueltos como minimo:
a) los dos EJCTC]CIOS de Geometria Analitica y uno de Algebra, 6
b) dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

i 2 3 .4 5 Calificacion Final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los gjercicios, para
justlf car sus respuestas NO USE LAPIZ

1) La distancia entre las rectas t: (x,y,2) = (1,0;0) + /1(2;1;——3) con le Ryty: a ; L =y-1= E—;l ,es2 NES

Calcule he R.

2) Obtenga y grafique la ecuacién del plano paralelo al eje de abscisas, que pasa por el punto W= (1;0;1) y

. . x+z=0
por la interseccion de t i con y:3x+2y-2z+12=0.
y=-

3) Sean W = gen x-2:x+2.2x  —x V=gen 9x% —x+3; —x+ 6(subespacios de (P, ;+; R; . ). Obtenga:
Y g 2

a) W + V y determine si la suma es directa o no.
b) Una base de W + V y su dimension.

4) Demuestre que:
a) PeR™ nQeR"™ A Del(P)=0= De(P0)=0.

b) PeR™ = Dez(P.P‘)zo

y-+u

2 - 0 0) (-1 0)(0 O)(1 1 y+z
5) Las coordenadas de A= en la base B= { ; ; ; }son: .
8 3 0)/Lo 1)2 1)U 1 x=-y

X+y

Calcule los nameros reales x; vy, zy w




UTN Algebra y Geometria Analitica. PB/2°P Fecha Lunes 23-11-2009

™  Temal

Apellido y nombres del alumno: ... Legajo: ..ocoovvveninne.
Apellido y nombre del docente: ................ccooii i
Apellido y nombre del auxiliar docente: ..................................Curso: ..................
La condicion para aprobar este examen es tener bien resueltos, como minimo:
a) los dos ejercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, o
b) dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

1 2 3 4 5 Calificacién final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los ejercicios, para justificar sus
respuestas. NO USE LAPIZ.

1) a) Halle las ecuaciones de todas las elipses cuyos didmetro menor es la tercera parte del mayor y los
extremos del didmetro menor pertenecen a las rectas de ecuaciones x =0 ; x = -4

b) Grafique la elipse de ecuacion 4x* +9y* - 16x+ 18 y + 25 =0 y parametricela de modo que se
recorra en el sentido de las agujas del reloj, el arco correspondiente a x =2

2)Sea hx*+ky? +2z2=25.
a) Determine hy k reales para que la ecuacion represente un hiperboloide de una hoja cuya interseccion
con el plano 7 : z=3 sea una hipérbola de eje focal paralelo al de ordenadas.
b) Identifique y grafique la superficie para h=k = -1

'3) Determine el valor de verdad de:
a)VAe R™" :Si A=0 esvalorpropiode A = noexiste A~
b) Si A es raiz del polinomio caracteristico de A = X es raiz del polinomio caracteristico de A’

4)Sea T: R* —>R4/T(x,y,z,u)=(x+y+u;-y+2z+3u;2x+(k+ Dy+Hk-1)z+2u; z+4u)
Halle ke R , si existe, para T sea un epimorfismo ( sobreyectiva).

3 |
gea F: P — R/ F(a,x* +ax+ay)=(a, —a,;2a, +a;) y las bases B,= {x2 tlix 3} LBy ={(11),(1,0)}
a) Obtenga la matriz asociada M 8, (F).

b) Utilizando la matriz hallada, obtenga F(x*+2x-1)




UTN FRBA PB/2'P AGA Lunes 23/11/200% Turno noche

Apeliide y nombres: Tema 3
L0015 14 11 F OSSOSO ReviSOioceniiiiiiiiiiiiiisi i eenaass

La condicién para aprobar este examen es tener bien resueltos como minimeo 3 ejercicios.
(2 de Algebra y 1 de Geometria o 1 de Algebra y 2 de Geometria)

1 2 3 4 5 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrolio de todos los
ejercicios, para Jusnficar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

1) Sea 1. %3 TP Nul T"'"x\'*“SF‘ 'y z=03}~ T0.1.0= 0211
a) Halle Ia expxesxon analitica dela transformam on lmeal T,y enuncie los teoremas,
definiciones y propiedades que utilice.
b) Obtenga la matriz asociada a la transformacion lineal T en las bases:
B1=1{{0,203¢0-1){10,03}; B”-—".?.,OOO;\OJ.].O/O —3,0,03:0,9,0,13)
y obtenga la imagen de w1 = {2, 1 3. utilizando la matriz obtenida

2) SeaT:R* — M3 Tixyzi=x x+v.v-—2z}
Halle todos los vectores U = R si existen: T =1

2 00
3) a)Sea lamatriz A=| 0 & 0
-1 1 1

Halle todos los valores de /1€ R | si existen, tales que lamatriz 4 no sea

diagonalizable.

b) Justifique si la siguiente afirmaciénes V o F:
Sea la transformacion lineal 7837 — BT
Si dimV=dimIm(T)=n, entonces T es monomorfismo (inyectiva).

4)  Determine si las siguientes ecuaciones representan una conica, en tal caso
identifiquela, grafiquela y obtenga una parametrizacién de modo que se recorra
en direccion horaria, en el primer cuadrante .
) 9x7+3?—18x+6y—18=0
33 hed
i) x-—=bx=y

5) a) Identifique y grafique las siguientes superficies
) ¥ +2v-2v=1
ii) ¥?—vitz=1
b) Sealasupﬂ’ﬁme o: Alx— 2V — By —12—Cf =
Halle todos los valores de 4, B, C = |/, si existen, tales que la superficie sea un
cilindro circular recto de eje paralelo al eje v, tal que su traza con el plano
coordenado v = 0 sea una circunferencia de radio 2. Grafique el cilindro.




UTN Algebra y Geometria Analitica - 2°P/PB Fecha: Martes 24-11-2009
T.M. Tema 4

Apellidoy nombres del alumno: ..o Legajo: ..........
Apellido y nombre del docente: el Carsor L
Apellido y nombre del auxiliar docente:

La condicién para aprobar este examen es tener bien resueltos, como minimo:
a) los dos ejercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, o
b) dos ejercicios de Algebray uno de Geometria Analitica,

L L T 3 3 4 5 Calificacion final

(LT |

L.MPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los ejercicios, para justificar
. sus respuestas. NO USE LAPIZ.

conf e [O,ZJI] ,

5 . X ) x=4P +( cos@
1)a) Dadas, en R?, las ecuaciones: x +4y" -8x+16y-4=0

y=W-+send

determine todos los valores de P, Qy W para los cuales ambas ecuaciones corresponden a la misma curva.
b) Grafique la curva,

2) Dada en R’ la ecuacion 5x2 + hy+kz*= 0, identifique y grafi que el lugar geométrico para cada
uno de los siguientes casos:

a)h k>0;
b)h=0y k<0,
¢)h>0y k=0

3) Dados : T ( 1,1,0)=(~],2,3);T(0,0, D=(1,1,1 );T(0,1,0)=(-50, 1)
a) Analice si existe y es tnica una transformacion lineal T: R3 ——>R3que verifique las condiciones dadas,
b) En caso afirmativo halle el valor de “k™, si existe, para que T(1,2,3) = (-3 | k, k+2 )

4)Sea T: R’ - R*/ T(x,y,z)=(hx + Y=z, Xx-y+z, x+2y)una transformacién lineal
a) Halle h € R para que T #0 sea Inyectiva.
b) Proporcione, para h = -1, Nu(T), Im(T), sendas bases y dimensiones.

5) Dada la transformacion lineal F: R’ 5R? / F(xy,2) )=(2x-y,0, 2x — y)
Halle, si es posible una base B de R® tal que la matriz asociada a F respecto de la base B, sea diagonal.




UTN Algebray Geometria Analitica 2op/pB  Fecha: Martes 25/11/2009

TN Tema 6
Apellido y ambrs el AIUINO: e
Apellidoy T CUTSO evveearreon e
Apellidoy ombre del auxiliar dOCEREE: .ooooree STV UUTPOPES

Ta condicion para aprobar este oxamen es tener bien resueltos, como minimo:
a) los dos gjercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, 0

b) dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

---‘-“

" IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, ©
justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

1 00
1) Sea M pipn = 0 3 0 ]a matriz asociada a uno transformacion lineal

ey

-1 1
T-R3 — R, siendo: Bl = (1,0,1) (0.1.0) (0,0,-1)}
B2 = {(0,0.2)(0,-1.0) (1,0,0)}
a) Hallela imagen por la transformacion lineal de U = (1,0,2
b) Hallela expresion analitica de la transformacion lineal, el nicleo, la imagen, y una

base de cada uno de ellos
2) Sea una funcion :

Fomd >R
F(0.2,1)=(1.0.0); F(3,1,0)= (2,1,0); F(3.,5.2)= ((5.1,0)
; | esuna iransformacion lineal? Justifique su respuesta

3) Justifique si las siguientes afirmaciones son V 0 F

a)Sea I : V — W tal que dimV =3;dimW =4 ;dimNu(T‘):lr:
a)y Vil £V = T(u)# T(V)

a2) T esun epunorfismo (sobreyectiva)

3 0 0
b)Sea 4=12 k O . Aes diagonalizable vkeR
1 -3 2

4) Sea, en R”, la ecuacion: X T AY +Bx+3=0.
Determine los valores de A y B paralos cuales la curva correspondiente
puede ser parametrizada como:

x =2 +sent
r(t) = ,te [O, 271] Grafique la curva.
y =3cost

5) Sea o (A-Dx + Ay* A+ =1
Halle todos los valores de A€ R | siexisten, tales que la superficie sea.
i) Un elipsoide

i) Un hiperboloide de una hoja, de gje X
1) Un cilindro de eje paralelo al eje x .Grafique el cilindro utilizando sus
trazas

-

-



UTN FRBA PB/2°P Algebray G. Analitica Viernes 4/12/09
TT. Tema 23

Apellido y nombre del profesor: .. .

La condicién para aprobar este par c1al es tener b1en lesueltos como minimo:
a) Dos ejercicios de Geometria Analitica y uno de Algebra, o

b) Dos ejercicios de Algebra y uno de Geometria Analitica.

1 2 3 4 5 Calificacién final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los
ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

NSea T M >R/ T(xyz)=(x+y,z=2y)
Sean las bases Bl = {1,0,0)(-11,0)(003)} ; B2={11)(02)}
a) Halle la matriz asociada a la transformacion lineal en las bases B/, B2
b) Halle las coordenadas, en la base B2, de la imagen por la transformacién

lineal del vector u =(1,2,3), utilizando la matriz hallada en a)

2) a) Halle ¢ € R tal que exista una Ginica transformacion lineal que cumpla las siguientes
condiciones: 7(0,2,0)=(2,02) ; T(1,01)=¢012) ; T(111)=(al3)
Nicleo I'= {(x,y,:) eR/2x=-y= :} . Justifique
b) Obtenga la expresion analitica de la transformacion lineal , su imagen y verifique el
teorema de las dimensiones.

3) Verifique si la matriz 4 es diagonalizable. Si lo es, halle la matriz P/ P™' AP = D
siendo D la matriz diagonal.

-3

0 -2
A= 3 0
0 3

<O O N

4)Sealacurva: x> —2x+2y* +12y+15=0
a) identifique y grafique la curva , obtenga las coordenadas de los focos y la excentricidad
b) parametrice la curva de modo que se recorra desde el punto 4(3,-3) hasta el punto

B(1,-3++/2)

5) Seala superficie G:(A-1)x” + Ay* — 4z =1
a) Halle, si es posible, todos los valores de 4 € R tales que la superficie sea:
1) Elipsoide i1) Hiperboloide de 2 hojas
b) Para 4= -1 identifique la superficie halle sus trazas y grafique la superficie







FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA 19 febrero de 2009

Apellido Y nOmBres: coneevcsreeenceercisnes rereseesneneriaaes Tema 1

La condicién para aprobar este examen es tener bien resueltos como minimo 3 ejercicios.

1 2 3 4 Calificacion final

n

" IMPORTANTE: usted debe presentar en las‘hojas que entrega, el desarrollo de todos los

- ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

Xx+y—z=1
1)Sealar~cta r:
2y-z=0
a) Halle a,b,c,k € 'R, si existen, tales que el plano 7 - ax+by+cz =k sea perpendicular a
larecta » y el punto P(3,2,~1)e i

b) Grafique los planos que definen larecta r, y larecta como interseccion de tales planos

2) Seala superficie o: Ax* +By* + =2 =1.
a)Halle 4, B,C € R, si existen, tales que se cumplan simultaneamente las siguientes

condiciones: i) La traza de la superficie con el plano = = 0 esla curva ¢, siendo:
x=2cost
c: ; 0<r<2n
y =3 sent

ii) La traza de la superficie con el plano x =0 eslahipérbola y* —z2 =9
Identifique y grafique la superficie con los valores hallados de 4, B,C
b) Halle las ecuaciones paramétricas de la traza de la superficie ¢ con el plano y = 0.

3) Sea la transformacion lineal 7 : R* — R*  tal que su matriz asociada en la base canénica es:

21 0
Mg=|3 0 -1
1 2 &

a) Halle todos los valores de & € R tales que Nu(T ) = {(0,0,0)}: Justifique su respuesta
b) Si k=1 halle la dimension de la ]m(T) y una base de ella.

4) Justifique si las siguientes afirmaciones son V o F
a)Sea A€ R"™ no inversible = A4. Adj(A) =N (N matriz nula )

1 00
by A=| 3 7 0] esdiagonalizable Vk € R
-2 4 k

5) Mediante una rotacion, identifique la curva y grafiquela en el nuevo sistema de coordenadas
superpuesto al sistema de coordenadas original.

xv=1

v




FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA 5 de marzo de 2009

Apellido ¥ DOMDYES: wovvrrinvrrcieneesnisnnsneresnessssenssrenctenens Tema 3
COrrigiot...cceveveeienniinnreinrereiniririeenennas RevisOieorviniiiiiiioiiiiiiaciirenneaen,
La condicién para aprobar este examen es tener bien resueltos come minimo 3 ejercicios.

1 2 3 4 5 Calificacién final

" IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los
ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ.

y=Xx
X+y+2:z=2

1) Sealarecta 7 {

a) Halle su ecuacion vectorial y grafique los planos que la determinan y la recta como interseccién de tales

Planos
b) Halle la ecuacion de todos los planos perpendiculares a la' recta hallada tales que su distancia al origen es
d=2
2) a) Sean las curvas: ¢, . I‘](l'): (3 cost, 2 Senl) ;0L 2n
2
X
Cy = t=1
9

Halle la ecuacion, identifique y grafique la superficie o Ax® + By2 +C=? =1 sabiendo que
su traza con el plano z=0 eslacurva ¢, ,ysutrazaconelplano y=0 eslacurva ¢,

b) Sea la superficie O - Ax? + By + =% =1 Identifique y grafique la superficie cuandc:
i) A=1,B=0y C=-1
iy A=0,B=1y C=-
3)Sea T: R = R* walque 7(0,0,a)=(6,000); TL11) = (5,001); T(a11)=(0,005)
a) Obtenga todos los valores de @ € R tales que las condiciones dadas definan una transformamon
lineal Gnica. Justifique su respuesta.

b) Para a = 2 obtenga todoslos b € R tales que la dimension de la imagen de 7' sea 1. Justifique su
respuesta y obtenga la expresion analitica de la transformacion lineal

4) Justifique si las siguientes afirmaciones son V o F:

a)Si 4= (Al A, A, )e W3/ 4 esinversible = B e ‘:R * esinversible Vk € R
siendo B:(3A2 A+ Ay 24, - kA, )
(Nota 4, : i-ésima columna de la matriz 4 )

. . : 4x3 y3xl axl . . )
b) Sea el sistema de ecuaciones lineales C*™". X" = B** tal que la dimension del espacio columna

ax3 33 4x1 . .
dela matriz C es 2 = el sistema homogéneo asociado C " = N"" es incompatible.

5)a) Halletodos los valores de k& € R tales que la matriz A sea diagonalizable y sus autovectores
ortogonales
b) Para el menor valor de k hallado en a), y para a = b =0 , identifique la conica mediante una rotacion.

a 3k -10 x) -
oa=| Cw )
(—2k‘+25k+20 B J (= 7) y




FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA 18 de agosto de 2009

Apellido y nombres: - - ..Tema 5

La condicién para aprobar este examen es tener bien resuelfos como minimo 3 ejercicios.

1 2 3 4 3 Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hejas que entrega, el desarrollo de todos los
ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ. -

1) a) Calcule la distancia de la recta r al punto P(2,1,—3), silarecta rcm, yrcm,,
con: m, ix+3y+2z=4 vy m,.~y+z=1
b) Halle la ecuacién de la recta / : &, N m,, y grafique ambos planos y la recta
interseccion

2)a) Sea la superficie o : Ax* + By? +(Czr =1
Obtenga el valor de los coeficientes 4, B,C si se cumplen las siguientes condiciones
. . . x=2cost
simulténeamente: i) o~ (z=0) eslacurva ; 0<1<2n
y = sent

i) Gm(y = O) es una hipérbola de eje focal x,y semigjes de
valores 2y 3
Identifique y grafique la superficie para los valores hallados de 4,B,C
b) Sea o:Ax* +Bz* =y
Identificar y graficar la superficie para cada una de las siguientes de las siguientes
condiciones: i) A=B=-1 i)y A=0 A B=-1

3) Sean S y W subespacios vectoriales de (SR3 L+, R, ) tales que:
Los vectores de S estan sobre la recta: (x,3,z)=A (3~1,2) ,vie®R
Los vectores de I estén en el plano n . {x,y,2)=v(2,-1,0)+58(0,1~1)
a) Defina una transformacién lineal T : R* — R tal que:
Nu(T)=S* e Im(T)=W" (no es necesario hallar la expresién analitica de la
T.L.)
b) ¢Puede definirse una transformacion lineal 7 : R> — R* tal que:
Nu(T)=W e Im(T)=S*? lustifique su respuesta.

4) Justifique si las siguientes afirmaciones son V o F:
a)Sea AeR™™ talque A=A" AA A" =1= 4 =]

b) Sea Ae R**? una matriz simétrica/ Av=Avo A, =4 vi, =0

X
(x y)A( ): d >0 esla ecuacion de una hipérbola
_}/

5) Sea la matriz 4=

OO N0
O e W

1
0| ¢Es diagonalizable Va ¢ R ? Justifique su respuesta.
1




FINAL DE ALGEBRA Y GEOMETRIA ANALITICA

Apellido y nombres:

Corrigidi.iininiiiniiiiririrrenreerieeaeees
La condicién para aprobar este examen es tener bien resueltos como minimo 3 ejercicios.

.. Revisé:

..............................

29 de octubre de 2009

........................................

1 2 3

4

5

Calificacion final

IMPORTANTE: usted debe presentar en las hojas que entrega, el desarrollo de todos los
ejercicios, para justificar sus respuestas. NO USE LAPIZ. :

1) a)Halle h € R, si existe, tal que las rectas 1,
r, (xr.y z)=1(h

ry{x.y.z)=4(4,23) ;

. 1> definan un plano. ,
—1, 0)— y (22

b) Obtenga la ecuacion del plano con el valor de & obtenido en a). Grafique el

plano utilizando sus trazas.

2) Sea la superficie ¢ : A(x—1)° — By — €(z— 2)°
a) Halle todos los valores de 4, B, € & %ssi existen, tales que la superﬁme sea:

1) Cilindro circularrecto de eje paralelo al eje y.
it) Hlpefboloxde de una hoja de eje paralelo al eje y tal que su traza con el plano

s = Y §
y=40 sea la curva c: ;'Y 1—2cost D= 2n
i ‘ \z = Z—2sent
b) Identifique y grafique la superficie cuando 4 =B=-1 y C=1
0 O»
-3) Sea la transformacion lineal T: B? — |3/ My, 5. = ( £ 1 0] essumatriz
- - no0 3/

asociadaen las bases:
BL={(6,2,13(—~1.0,0)(0,03)):

7={(111);001 OJL(:)J
a) Halle la imagen de u = (2,0, 3) en la base canonica

i) Halle, si existe, una matriz diagonal que represente la transformacion lineal,

e indique en que base.

4) lndlque V o F, demuestre o' indique un contraejemplo seglin corresponda:

,a) Pz Sn?zxn:P%—l = pt = ‘PIZ =1

i e S 2

b) Sea {){‘y, u, v} < R°®  un conjunto de vectores L.L =4 es LI OkOO

Siendo: 4 j—y \?—u k-

i}

5) Sealacurva: x* -2hxy+3y° =5
a) Halle el conjunto de valores de it =
1) un-par de rectas -
11) “una elipse
i) una hipérhola

B tales que Ia curva sea:
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